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Chapitre 1 

Relativite restreinte 



1.1 Le principe de relativite d'Einstein 

Un referentiel est un systeme de coordonnees cartesiennes, servant 
a mesurer la position des particules, auquel on a adjoint une horloge 
pour mesurer le temps. Un evenement est done decrit par un couple 
(t,x) dans ce referentiel. 

II existe des referentiels dits d'inertie (ou galileens) ou le mouve- 
ment d'une particule ne subissant pas de force s'effectue a vitesse 
constante. II y a autant de referentiels d'inertie que Ton voudra, se 
deplacant l'un par rapport a l'autre a vitesse constante. Le principe de 
relativite (confirme par l'experience) stipule que les lois de la physique 
sont identiques dans tous les referentiels d'inertie. 

En mecanique newtonienne, le changement de position d'une par- 
ticule en interaction avec d'autres se reflete immediatement sur les 
autres particules. Les interactions sont done instantanees. Selon l'expe- 
rience, la vitesse de propagation d'une interaction doit toutefois avoir 
une limite superieure. Du principe de relativite, il decoule que cette vi- 
tesse maximale doit etre la meme dans tous les referentiels d'inertie : 
e'est la vitesse de propagation de la lumiere dans le vide, c, indepen- 
dante de la frequence et de la direction. 

En mecanique newtonienne, l'intervalle de temps Af et la distance 
Ax entre deux evenements ne dependent pas du referentiel d'inertie 
choisi. La notion de simultaneite de deux evenements est absolue. On 
a done la structure de l'espace-temps illustree dans la figure 1.1. 

De la mecanique newtonienne, il resulte que la vitesse de propaga- 
tion de la lumiere, mesuree dans un referentiel d'inertie se mouvant 
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evenements simultanes 



Fig. 1.1: Structure de l'espace-temps en mecanique newtonienne. 



a une vitesse v par rapport a celui ou Ton mesure la vitesse c, serait 
c + v > c. Ceci est en contradiction avec l'experience de Michelson, 
qui a montre que la vitesse de propagation de la lumiere ne depend 
pas de sa direction (dans le sens de la translation de la Terre ou oppo- 
see a elle). La mecanique newtonienne est done incompatible avec le 
principe de relativite. Une theorie compatible avec celui-ci entrainera 
une revision complete de la notion de temps et, en particulier, de la 
simultaneite. 



1.2 Cinematique relativiste 

1.2.1 Invariant fondamental 

Soit un referentiel JC, et soit un referentiel JC' se deplacant avec une 
vitesse constante v' par rapport a K. On considere deux evenements 
separes par un intervalle de temps At et par un intervalle d'espace Ax 
dans le referentiel /C, et par At' et Ax' dans K! '. Nous allons montrer 
que le principe de relativite d'Einstein se traduit par l'identite 

As 2 = c 2 At 2 - Ax 2 = As' 2 = c 2 At' 2 - Ax' 2 . (1.1) 



Supposons que le premier evenement est remission d'un signal lu- 
mineux qui se propage a la vitesse c, et le second la reception de ce 
signal. Alors As 2 = et As' 2 = 0, en vertu de l'independance de c par 
rapport au referentiel d'inertie. Si (At, Ax) et (At', Ax') sont infiniment 
petits on doit avoir 

As 2 = a As' 2 . (1.2) 
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Le coefficient a ne peut pas dependre des couples (t,x) et (t',x'), car 
alors differents points de l'espace-temps ne seraient pas equivalents 
(homogeneity de l'espace-temps), done oc = a(z?'). Mais alors suppo- 
sons que Ton fasse la mesure dans un troisieme referentiel d'inertie 
K", anime d'une vitesse v" par rapport a K ; alors 

As 2 = a(v')As' 2 (1.3) 

As 2 = a{v")As" 2 (1.4) 

As' 2 = ct(v" - v')As" 2 , (1.5) 

d'ou 

= d.6) 

done a(0) = 1. Par isotropic de l'espace-temps, on a oc(v') = oc(-v'). 
Ainsi ot(2v") = 1 et done ot(v') = 1. L'egalite des infiniment petits 
entraine celle des inter valles finis. 



Ce principe a les consequences importantes suivantes 

• Simultaneity. 

Existe-t-il un referentiel d'inertie /C' dans lequel les deux eve- 
nements sont simultanes ? Oui, si 

As 2 = c 2 A£ 2 - Ax 2 = - Ax' 2 < 0. (1.7) 

La region c 2 At 2 — Ax 2 < definit l'exterieur d'un cone dans 
l'espace-temps. Le cone c 2 At 2 = Ax 2 est appele cone de lumiere 
C, car sur ce cone se propagent les rayons lumineux (Fig. 1.2). 
Contrairement au cas Newtonien, l'ensemble des evenements si- 
multanes n'a plus la dimension de l'espace, mais celle de l'es- 
pace-temps. On dit que Ton est a l'exterieur du cone si les deux 
evenements sont separes par un intewalle du genre espace (du type 
As = ± | Ax' | ), car ils ont comme particularity que At' = 0. C'est 
done une notion absolue. La notion de simultaneity ne peut done 
etre definie que pour de tels evenements. 

• Coincidence spatiale. 

Existe-t-il un referentiel d'inertie /C' dans lequel les deux eve- 
nements coincident spatialement ? Oui, si 

As 2 = c 2 A£ 2 - Ax 2 = c 2 At' 2 > 0. (1.8) 

Cette fois, la region decrite correspond a l'interieur du cone de 
lumiere. De tels evenements sont separes par un intewalle du 
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Fig. 1.2: Le cone de lumiere C. L'exterieur du cone correspond aux evenements separes 
par un intervalle du genre espace ; l'interieur aux evenements separes par un inter- 
valle du genre temps. De plus, l'interieur superieur decrit le futur absolu ; l'interieur 
inferieur le passe absolu. 



genre temps As = ±cAt'. Notons que si At > 0, l'evenement 2 
a lieu apres l'evenement 1, tandis que si At < 0, il a lieu avant. 
De tels evenements ne peuvent etre simultanes dans aucun refe- 
rentieL done par continuity, si At > alors 

At' = -Vc 2 At 2 - Ax 2 > 0. (1.9) 

c 

De meme, si At < 0, alors At' < 0. L'interieur superieur du cone 
de lumiere (At > 0) decrit done le futur absolu, tandis que l'inte- 
rieur inferieur du cone decrit le passe absolu. Ces notions ne sont 
done pas relatives et la causalite est preservee. Le mouvement 
d'une particule s'effectue toujours a l'interieur du cone de lu- 
miere, puisque < c, la vitesse de la lumiere etant la vitesse 
maximale. 

1.2.2 Les transformations de Lorentz 

En physique newtonienne, les grandeurs At 2 et Ax 2 sont des inva- 
riants par rapport aux referentiels d'inertie. Elles sont invariantes 

• sous les translations : t — > f + to, x — > x + xq 

• sous les rotations : t — > t, x — > Rx, ou R est telle que RR t = 1, 
detR = 1 

• par parite P : t — » t, x — > — x 

• par renversement du temps T:t^— t, x — > x 
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• sous une translation uniforme d'un referentiel anime d'une Vi- 
tesse v (boost) : t — > t, x —> x + vt. 

Ces transformations lineaires torment un groupe appele le groupe de 
Galilee, qui est le groupe qui laisse invariant les equations de Newton 
dans le vide. 

En relativite, seules les transformations correspondant au passage 
a un referentiel d'inertie se mouvant avec une vitesses v seront diffe- 
rentes. Pour les decrire, suivant Minkovsky nous decrivons un point 
de l'espace-temps x par quatre coordonnes 

x = (x ,* 1 ,* 2 ,* 3 ), x° = ct. (1.10) 

La grandeur fondamentale qui doit rester invariante par rapport au 
referentiel d'inertie est la metrique, rjuvi definie par 

ds 2 = £ rj w dx^dx v = tj w dx^dx v (1.11) 

}IV 

v^v = b } ivn } L m = 1 ' m = -i- ( L12 ) 

L'espace-temps muni de cette metrique se note R 1,3 . On peut montrer 
que les seules transformations non singulieres qui laissent invariante 
la metrique sont lineaires 

x'v = A$x v + a*, (1.13) 

et Ton doit avoir 

AjX, V = ri }t , v , (1.14) 

Ces transformations forment un groupe dit de Poincare. Le cas parti- 
culier a) 1 = correspond au groupe de Lorentz 0(1,3). 

La relation (1.14) veut dire que la matrice (4 x 4) A, d'elements Ay 
satisfait 

Af/A f = tj. (1.15) 

La metrique permet de definir un "produit scalaire" entre deux vec- 
teurs 

(x,y)=n }lv xiy, (1.16) 

et une "norme" (x,x). On a bien sur (Ax, Ay) = (x,y). Les vecteurs 
pour lesquels (x, x) > sont du genre temps ; ils sont a l'interieur 
du cone de lumiere defini par (x,x) = 0. Les vecteurs pour lesquels 
(x,x) < sont du genre espace ; ils sont a l'exterieur du cone de lu- 
miere. 



10 



Chapitre 1. Relativite restreinte 



Les matrices A sont de determinant ±1 ; celles de determinant 1 
torment le sous-groupe SO(l,3) de 0(1,3). II existe un autre sous- 
groupe de SO(l,3), le groupe de Lorentz propre orthochrone SO (1,3), 
aussi note L + . C'est le groupe des matrices A telles qu'elles envoient 
l'interieur du cone de lumiere positif sur lui-meme, c'est-a-dire 



et 



(x,x) > 



x° > 



(Ax, Ax) > 0, 
(Ax)° > 0. 



On montre que 

L+ = SO 1 (1/3) = | A G SO(l, 3) 



AS >0 



}■ 



(1.17) 
(1.18) 

(1.19) 



On montre de plus que L + est simplement connexe, et que le groupe 
de Lorentz a quatre composantes connexes correspondant a la decom- 
position 

0(1,3) = L + U PL+ U TL+ U PTL +/ (1.20) 
ou P est la parite, et T le renversement du temps. 

L + contient bien sur le sous-groupe SO(3) des rotations. Les ma- 
trices correspondantes sont de la forme 



R 



1 0' 


r 




avec r € SO(3). 



(1.21) 



Ce qui est nouveau par rapport au groupe de Galilee sont les transfor- 
mations qui melent espace et temps. Soit par exemple 



A\e) 



coshfl sinhfl 0' 

sinhfl coshfl 

10 

1 



GL_ 



(1.22) 



Verifier que 



cosh 6 sinh 6 
sinh 6 cosh 8 



1 

-1 



cosh 6 sinh 6 
sinh 6 cosh 6 





"1 " 




-1 



(1.23) 



On montre que toute transformation A G L + peut se decomposer en 

A = RA 1 (6)R', (1.24) 



ce qui est l'analogue de la decomposition d'Euler pour les rotations. 
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Voyons quelle est l'interpretation physique de A 1 (6) 

ct' = cosh(e)ct + sinh(6)x 1 (1.25) 
x n = smh(6)ct + cosh(0)x 1 (1.26) 
x' 2 = x 2 x' 3 = x 3 , (1.27) 

si {x'^} designe l'evenement dans un referentiel KJ et {xf} l'evene- 
ment dans un referentiel K. On voit que l'origine de K' , vue de K, 
se deplace a la vitesse constante v = — ctanhf? le long de l'axe 1. Ces 
transformations correspondent done au passage a un repere inertiel 
de vitesse v = — ctanh0. Notons de plus que si ||| <C 1 ces formules 
deviennent les transformations galileennes 

(x') 1 =vt + x 1 , t' = t. (1.28) 

Comme A 1 (6) A 1 (6') =A 1 (9 + 6') et 

n , n tanh0 + tanh0' 

tanh(0 + 9') = — — , 1.29) 

v ' 1 + tanhfl tanh0' v ' 



la loi de composition des vitesses dans la meme direction est 



v + v 1 



1 + e 



1 v 1 


\vL\ 


1 c \' 


1 c 1 



(1.30) 



Par contre, si les deux vitesses v et v' ne sont pas colineaires, 

A[v] A[v'] = R(v, v')A[w{v, v')\, (1.31) 
R{v,v') etant une rotation. 



Examinons les consequences physiques les plus importantes de ces 
transformations 

1. Contraction des longueurs. 

Soit dans K 1 un baton rigide situe entre {x l )' A et {x l )' B , done 
le long de l'axe 1. La longueur / du baton mesuree dans /C au 
temps t sera reliee a la longueur /' du baton mesuree dans K,' 
par 

' = Jh/ = f I ? e - (L32) 

Le baton apparaitra done plus court dans AC, au point a deve- 
nir de longueur nulle si v = c. Notons que puisque v 2 apparait 
dans les formules, dans K' un baton de /C apparaitra aussi plus 
court. Notons enfin qu'il n'y a pas contraction dans les directions 
perpendiculaires a v. 

2. Dilatation du temps. 
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Soit une horloge dans K' situee en {x l )' A . Supposons qu'elle 
mesure deux evenements (£', {x l )' A ) et (t' + T , [x l )' A ). Alors dans 
le referentiel K, l'intervalle de temps T entre les deux evene- 
ments sera 

T = cosh(0)T' = T, (1.33) 



1-4 



done T > T' . Une horloge qui se meut marche plus lentement. 
Effet reciproque a nouveau (du a v 1 ). Supposons maintenant que 
l'horloge dans K! soit acceleree et que cette acceleration n'af- 
fecte pas sa mesure du temps ; e'est-a-dire qu'elle soit une horloge 
iieale. Dans l'intervalle de temps [t,t + Af], elle peut etre traitee 
comme un referentiel d'inertie. Alors le temps mesure par cette 
horloge entre to et t\ dans le referentiel K sera 

Ce temps est appele le temps propre de l'horloge. 



Verifications experimentales 

• Un avion transportant une horloge atomique a fait le tour de la 
terre. Au retour, le temps marque a ete compare a celui d'une 
horloge restee sur Terre. Le retard a correspondu a la formule 
ci-dessus. 

• Les mesons traversent l'atmosphere sous forme de rayons cos- 
miques. Leur temps de vie propre est si court qu'ils auraient eu 
dix fois le temps de se desintegrer, pourtant nous les observons. 
Une experience au CERN montre que si v = 0.9994c, la duree de 
vie des muons mesuree est 30 fois la duree de vie naturelle. 

• Un effet paradoxal est celui des jumeaux dont l'un reste sur 
Terre, pendant que l'autre part dans l'espace, atteint une vitesse 
proche de c et revient sur Terre : il sera plus jeune que son frere. 
Si son mouvement avait ete inertiel, ceci ne serait pas possible, 
mais du fait qu'il a du accelerer pour partir et revenir, son temps 
propre est plus court. 



1.2.3 L'effet Doppler 

L'effet Doppler classique est le suivant : une source de lumiere 
emet un pulse de lumiere de longueur d'onde Ao tout les it' dans son 
referentiel au repos. Si la source se deplace avec une vitesse radiale 
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u r par rapport a un observateur au repos, les pulses qui arrivent a 
l'observateur seront separes par un temps 



A£ = dt' + 



Urdt' 



(1.35) 
= cAt, 
(1.36) 



La longueur d'onde emise Ao = cdt' ; celle observee verifie A 
d'ou 

A . u r 
A c 

Dans le cas relativiste, pour l'observateur au repos l'intervalle separant 
deux pulses sera Af/vl — v 2 /c 2 , v etant la vitesse de la source, non 
necessairement radiale. Done 



A 
Ao 



1 + — 

c 



(1.37) 



Si u r > (soit si la source s'eloigne), on a toujours un deplacement 
vers le rouge. Le cas u r = (par exemple la source tourne autour de 
l'observateur) est purement relativiste et a ete mesure. 



1.3 Dynamique de la particule libre 



Nous allons construire la dynamique par analogie avec la dyna- 
mique newtonienne, en utilisant la formulation variationnelle de la 
mecanique. Si L(q,q) est le Lagrangien d'un systeme, son action est 
definie comme 

rf 2 



S(q) 



dtL(q,q), 



(1.38) 



avec q(tj) = q(j). 

Soit une fonction des t; et des q(j) et une fonctionnelle de la trajec- 
toire virtuelle q(t). Nous calculons sa variation lorsque q — » q + Sq et 

t j ^t' j = t j + St j/ q(j)^q'(j)=q'(t' j ). 



SS = S(q') - S(q), 
au plus bas ordre. Noter aussi qu'au plus bas ordre, 

^(t/) = ^(*/)-^) = W)-4(t;)«y- 



Alors, si pi = 



SS 



= L 


¥' 










2 






LSt 


4 








l 





(1.39) 



(1.40) 



(1.41) 
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Appliquant une integration par parties sur le deuxieme terme dans 
l'integrale et appliquant (1.40), 



SS 



3q' 



l Jti 

Mais L — pjCj 1 = -H ou H est l'Hamiltonien 



f dt f 



(1.42) 



La trajectoire reelle est determinee - en prenant, pour les positions 
j = 1,2, 5tj = et 5q l (j) = - par l'equation d'Euler 



(1.43) 



Si maintenant nous calculons Taction d'une trajectoire reelle, le deuxieme 
terme de (1.42) est nul et le premier nous dit que S depend du temps 
final £2 et de la position finale q{2), de sorte que 



dS 



(1.44) 



Considerons le cas relativiste d'une particule libre. L'action devrait 
etre un scalaire. De plus, la trajectoire des lignes d'univers dans R 4 
devrait etre telle que sa 4-vitesse = soit du type temporel 



, \ dx H dx> 1 ds 2 

^ = WW=de >0 - 

Autrement dit, son ds = cdr > 0, ou r est le temps propre. 



(1.45) 



Nous postulons 



5 = K C Tt dt ' 



(1.46) 



a etant un scalaire que nous determinons de la maniere suivante 

ds 



c\ 1 



Le lagrangien est done 



dt 



L — a.c\ 1 



.2 • 



dans la limite newtonienne, ceci devient 



oc x- 

L = ac — — — , 
2 c 



(1.47) 



(1.48) 



(1.49) 
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nous choisissons done a — —mc, ou m est la masse au repos. Done 



mc I ds. 



Nous devons done calculer 

Sds = 5 V ds 2 

Done 

dx„ 



(dSxi l )dx u ldx u 



'ds 1 



c dr 



dx. 



-m'-^-dx 11 
dr 



SS = -m (dSxn- , 
Ji dr 

La trajectoire reelle est donnee par l'equation 

d /dx F 



m / Sx^'d 



dr 



ni 



dr v dr 



0, 



(1.50) 



(1.51) 



(1.52) 



(1.53) 



et la derivee de Taction par rapport a x^, pour une trajectoire reelle, 
sera, par analogie, definie comme 



dS 

Pf '~ dx!'' 



done 



-m 
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(1.54) 



(1.55) 



de sorte que l'equation du mouvement s'ecrive 

= 0. (1.56) 

u fi _ dx_ definit \ a 4-vitesse propre, p« = —mu^. Nous voyons done 
que 

in 

(1.57) 



qui donne le resultat habituel dans la limite ~ — > 0. 

On peut interpreter le resultat en disant que p' = m(v)v l , ou 




m(v) 



in 



(1.58) 



est une masse dependant de la vitesse, m etant la masse au repos. Nous 
l'appellerons toutefois masse m. Par ailleurs 



H 



(1.59) 
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mais u^Uu = c , done p fi p ? , = m L c L , dou 



H = mc 2 \ll + P 



m 2 c 2 ' 



(1.60) 



ayant impose la condition H > 0. On trouve done le fameux resultat 
(quand v = 0) donnant l'energie au repos de la particule 



E = mc 



(1.61) 



ainsi que la forme habituelle de l'hamiltonien 



H = mc 2 + — 
2m 



(1.62) 



si c — > co. Les equations du mouvement nous disent done que la quan- 
tite de mouvement et l'energie sont conserves. 



Considerons maintenant le cas d'une particule qui se meut a la Vi- 
tesse de la lumiere. Si Ton veut que son impulsion soit bien definie, 
il faut que m = 0, autrement dit que la particule soit de masse nulle. 
(Aucun observateur ne peut voir un photon au repos.) Pour un photon, 
nous aurons done 

p>'p fl = 0, (1.63) 

et 

E = c\p\. (1.64) 

Cependant, une onde lumineuse de frequence co possede un vecteur 
d'onde k, avec co = c\k\. Si nous suivons Planck, nous avons E = hco, 
done \p\ = h\k\, ce qui suggere p = hk. 

De Broglie a utilise ce genre d'arguments pour predire qu'a une 
particule de masse non nulle, d'energie E et d'impulsion p est associee 
une onde de frequence co = | et vecteur d'onde k = f . 

Utilisant l'effet Doppler relativiste, on peut "demontrer" l'hypo- 
these de Planck, a savoir que h est independant de l'observateur, done 
une constante universelle (voir exercice). 



Finalement, notons que Taction etant minimale pour la trajectoire 
reelle (qui est une ligne droite dans R 3 ), comme S = —mc 2 T (2,1), le 
temps propre est maximal le long de la ligne droite (paradoxe des 
jumeaux). 
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Lorsque Ton a N particules libres, de masses m(n), Faction sera 



N 



S = -c £) m(n) j JdxV^dx^n), (1.65) 

et les sommes des quantities de mouvements et des energies sont con- 
servees. 

Y^VM =cte (1.66) 



1.4 Electrodynamique 

En unites CGS 1 , les equations de Maxwell s'ecrivent 

m rot E + d H = . 

(I) divH = (L67) 

(II) ^"/^r^' d-68) 
v ' div £ = 47TP v 7 

Introduisons le tenseur covariant antisymetrique du champ electroma- 
gnetique F a \,, defini par 

F i0 = E { (1.69) 
Fij = e ijk H k (1.70) 

Les equations de Maxwell s'ecrivent alors 

(I) d a f/3 7 + dpF 7a + 9 7 F a ^ = (1.71) 
(II) 9 a F^ = -47r/p, (1.72) 

ou / est le 4-courant defini par Jo = p, /, = et d a = f]ud u 2 - Dans le 
langage des formes, ou F = ^F a pdx a A cfx^, les equations de Maxwell 
deviennent 

(I) dF = (1.73) 
(II) d * F = 4tt * / (1.74) 

(1.73) se resout dans un domaine etoile de R 4 en introduisant un 
champ de jauge A qui est une 1-forme, A — A a dx a , par F — dA ou 
F K B = d a Ap — dpA a . Comme d 2 = on a 

(III) d*J = 0, (1.75) 

qui est l'equation de continuity d^Jp = 0. 



1 CGS : Centimetre, Gramme, Seconde 

2 Notation contractee de 9" = rj x Pd^ = t] a dupdp avec rj a defini selon (1.12) 
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En changeant de referentiel par une transformation de Lorentz, le 
champ devient 

F' K , p (x')=A a K ,A^(x = Ax'). (1.76) 

On peut voir ainsi que si dans le premier referentiel il n'y a qu'un 
champ electrique, c'est-a-dire Fjj = 0, dans le nouveau on observe un 
champ magnetique non nul (voir exercices). L'interpretation physique 
de cette propriete est que dans le nouveau referentiel, les charges sont 
en mouvement et done induisent un champ magnetique. Par contre, il 
existe deux invariants 

l -F a ^ = H 2 — E 2 , (1.77) 

et 

\f; v F^ = ^e^sF*^ = E H. (1.78) 

De (1.78), il suit que si dans un referentiel E ■ H ^ 0, il n'existera pas 
de referentiel ou (E ^ 0, H = 0), ou(E = 0,H^ 0). 



Les equations de Maxwell peuvent se deduire d'un principe varia- 
tionnel ou les coordonnees generalisees sont le champ de jauge A fl . 
Soit en effet Taction 

Sem(A) = -— !- f F^dQ + - f A K fdn, (1.79) 
Ibnc Jv c Jv 

ou F K a = d a Ap — dpA a , dCl = dx°d 3 x, V = [£1,^2] x C, C un cube de 
R 3 , par exemple, / fixe. Dans le langage des formes, 

Sem(A) = —J- [ FA*F + -[ A A*}. (1.80) 

OTIC Jv C Jv 

Mais 

ddS^F^) = d -^(5F llv )F^ = 5F A *F, (1.81) 

done 

SS EM = --^— f SFA*F + - f SAA*}. (1.82) 

47TC Jv C Jv 

Mais SF = d5A, done 

J y d{SA) A *F = J d(6A A *F) + J 6AA(d* F), (1.83) 

en se souvenant que pour une p-forme A 

d(AAB)=dAAB + {-l)P(AAdB). (1.84) 



1.4. Electrodynamique 
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SAA*F = 0, 



Par Stokes, 

[ did A A *F) 
Jv 

si SA a (x, t2) = 5A a (x, t\) = et F = sur dV ; d'ou 

^S EM = — ~ — / MA U*F-47r*/] / 

47TC 7 



(1.85) 



(1.86) 



ce qui entraine d * F = 4zr * /. 

Remarque. Le terme J v A A *} est invariant de jauge, malgre les appa- 
rences, si Ton impose d * } = 0, l'equation de conservation du courant. 
En effet, si A = A' + dx ou x( x 'h) = x{ x >h) = et / = sur dV, 
alors 

[d X A*J=[ x/\*J ~ [ X^d*J = 0. (1.87) 

JV JdV Jv 

Considerons maintenant le cas ou les champs sont fixes et le cou- 
rant est du a une particule de charge q, de coordonnees (x(t), t) et de 
masse m. Alors p(x,t) = qS(x — x(t)), et /' = p%i, ce qui entraine 

J A a (x)J a {x)dCl = q J A (x(t),x )dx + 

A i {x(t),x°)dx i = q [ A a dx a , (1.88) 



(1.89) 
(1.90) 

(1.91) 



et Taction sera donnee par 

S(A,x) = Sem(^) — mc J ds. 



Done 



SS = ^ J SA a dx a + i J A K dSx a - mc J Sds, 



mais SA a = daA a 6x^, et 



AJ5x* = Sx a A tt 



5x a di$A a dxP. 



Comme nous avons 



-mc J Sds = —mSx a u a +m J 3x a du a , (1.92) 



nous obtenons 
~1 



SS = 5x a 



1 h 



A K - mu a 



Sx a 



du a q 



m^ + l{d a A p -d^A a )u^ 



dx, (1.93) 
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d'ou l'equation du moment 



dp a 

dr 



du a q t 
dr c r 



et pour la 4-impulsion, ou le 4-moment, 



Va 



-mu a + -A a 



(1.94) 



(1.95) 



Comme u a u K = c 2 et po 
l'hamiltonien 



Yz on deduit l'expression de 



H=-qA + m c\ll + {f, -^ /c) 



m 2 c 2 



(1.96) 



qui, sous la limite c — > oo, devient l'expression bien connue. Quant a 
l'equation du mouvement 



m 



du<_ 
dr 



F dx° | F dxi 
10 dr 11 dr 



elle donne, quand c — » oo et u 1 = v l , dt = dr, 

dv „ q , ^ 



(1.97) 



(1.98) 



soit l'equation de Lorentz pour la force. 



1.5 Tenseur d'impulsion-energie 



On introduit en relativite un tenseur (0,2) symetrique T a p(x), qui 
a la dimension d'une energie par unite de volume et qui doit etre 
tel que pour tout observateur avec une 4-vitesse propre u, de type 

i ¥ 

cet observateur soit positive 



temporel, c'est-a-dire < u^u„ < c 2 , la densite d'energie mesuree par 



u a u^ 

T «t— > °- (!•") 

T,o correspond a la densite d'impulsion dans la direction i ; Tu est le 
tenseur des tensions. 

Si le systeme est constitue de plusieurs sources, j = 1, . . . , N, de 
tenseurs TL, le tenseur du systeme sera 

N 
7=1 



1.5. Tenseur d'impulsion-energie 
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Par ailleurs, on exige que le tenseur satisfasse a une loi de conservation 

d a T afi = 0, (1.101) 

quand tous les champs et toutes les particules en interaction sont pris 
en compte. 

1.5.1 Electromagnetisme 

En electromagnetisme, le tenseur d'impulsion-energie est donne 

par 

47TT™ = -F^F^f + l^fin.Fl' 1 '. (1.102) 

On a 

47rT E M = l(£ 2 + H 2 ), (1.103) 

representant la densite d'energie, 

4tt7| m = -(EAH)i, (1.104) 

la z-eme composante du flux d'energie, le vecteur de Poynting, et Tu le 
tenseur des tensions du champ electromagnetique. 



Examinons la loi de conservation 
47123*7^ = 
Le terme entre crochets devient 



d«{F ay F h ^) + d^(F 7K F M a )} + bfi lv Ft' v . (1.105) 



[...] = {^F ai )F^ + (3 7 F 7a )F M a 

+ t] 7 t] a F 0l y(d 0l Fp 7 + d 7 F lll p) (1.106) 
= -8nFp 7 p - n^F^d^F^, (1.107) 

par les equations de Maxwell (1.71 et 1.72). Done 

[...] = -87tF h p + \d p F n F^, (1.108) 

d'ou 

9«T™ = F h p. (1.109) 
Done sans sources (/ = 0), il y a conservation de l'energie-impulsion. 
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1.5.2 Particules 



Le tenseur impulsion-energie est donne par 

Pour une particule de masse m, la trajectoire est 

dxp _ d(-mxp) dcr _ p a pp dr 
^ a dt ^ a drm d%o m ° dx$' 



Comme 



Js^-Ar))dr=^, 
on peut aussi ecrire T sous la forme 



(1.110) 

(1.111) 
(1.112) 

(1.113) 



On voit done que T mat est bien un tenseur symetrique (0,2). De plus, 



si / > 0, et 



f T^f(x)dx > 0, 



TT' = -- d 4r5{x-x{t)) 



i0 c dt 

qui est le courant d'energie. Calculons 



mais 



done 



3«T^ at = c J p a pfsd«8(x - x(r))dr 

d^{x-x{r)) = -^^ F) 5{x-x{r)) 

a d dx K d d 

y 1 dx a (r) dT dx x (r) dz 



(1.114) 

(1.115) 

(1.116) 
(1.117) 

(1.118) 



^ J pfip a d a 6(x - x(r))dr = J P^(x ~ x{r))dx (1.119) 

= J ^5{x-x{r))dx (1.120) 

(1.121) 



d'ou 



d«T™* = -^S(x-x(t)) r 



(1.122) 



et -jfjr = fp est la force. Done pour une particule libre d a T^ = 



1.5. Tenseur d'impulsion-energie 
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Si on a N particules de masse m{n),n — 1, . . . , N, alors 

N 

= E T 7\n) r (1.123) 

17 = 1 

avec 

T a/3 (n) mat = c J hMj, p (n)6{x - x n (r))dr. (1.124) 

1.5.3 Particules en interaction avec un champ electromagne- 
tique 

Dans le cas de particules en interaction avec un champ electroma- 
gnetique, le tenseur impulsion-energie du systeme est donne par 

le courant par 

P(x) =^ q{ n)^ls(x-x n (t)). (1.126) 

Alors 

= C E ^!r*(* ~ *n(t)) = -d«T%?\ (1.127) 

d'ou la conservation du tenseur complet 

d a T afi = 0. (1.128) 

1.5.4 Fluide parfait 

Un fluide parfait est un fluide sans viscosite et sans transport de 
chaleur. En chaque point x, le fluide a une vitesse v(x), telle qu'un 
observateur qui se meut avec cette vitesse voit le fluide comme iso- 
trope. Ce sera le cas si le libre parcours moyen entre collisions est petit 
compare a l'echelle de longueur utilisee par l'observateur. 

Supposons que nous soyons dans un referentiel (1) dans lequel le 
fluide est au repos au point x a l'instant t (soit en x). Alors le tenseur 
d'impulsion-energie sera, en vertu de l'isotropie 

T' m = pc 2 , Tl Q = T^ = 0, T^pSij, (1.129) 
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ou p est la densite de masse et p la pression. Autrement dit, 

T^p = (pc 2 + p)e x >ep - prjx'p, (1.130) 

si e K = 5 r q. Allons maintenant dans un referentiel au repos dans le 
laboratoire et supposons que dans ce referentiel le fluide apparait avec 
la vitesse v. La relation entre les coordonnees du laboratoire x a et celle 
de l'autre referentiel x' a sera x a = A*,(v)x' K , puisque nous voulons 
que T soit un tenseur, done dans le referentiel du laboratoire on a 

(1.131) 

Mais A*'Ag t] a ip = rj^p, A^'A^ e^ep = A°A^. De plus p et p sont des 
scalaires. Done 

(1.132) 



T a p — A^ A^ Ttfpi. 



U a U( 



avec p = p(x), p = p(x), et u a = 


Uo,{x 


), donne 


m = cy, Ui = -yvi, ou 7 = (1 - ^ 


)-l/2 


Done 




u a u a 


= C 2 




et l'equation de conservation est 








d«T 4 


= 





cA°, mais 
(1.133) 

(1.134) 



Multipliant cette equation par et sommant sur {5, on obtient 

u^p + (p + 4) d a ii a = 0, (1.135) 



soit 



dtp + div pv 



[d t \ny + vVh\y] + -^divt? = 0. (1.136) 



Lorsque c — » 00, on retrouve bien l'equation de continuite (conserva- 
tion de la masse) 

(1.137) 



d t p + div pv = 



Remplacons maintenant (1.135) dans (1.134); on obtient 

p(u K d a Up) + -^-d a (pup) = dpp, 

soit 

p[d K (yv) + (vV)(yv)] 

1 1 

+ ^z d t{pyv) + ^(vV)(pyv) - 

Quand c — > 00, on retrouve l'equation d'Euler 



(1.138) 



7 



p3 f u + (vV)v = — Vp. 



Vp. (1.139) 



(1.140) 



Chapitre 2 



Geometrie 



differentielle 



Considerons la Terre : elle peut etre decrite depuis l'espace (des- 
cription extrinseque) ou depuis elle-meme (description intrinseque). 
Dans les deux cas, en premiere approximation, c'est une sphere. Vue 
de l'espace, en coordonnees cartesiennes, elle sera decrite par 



Du point de vue de la Terre, on peut employer des cartes, c'est-a-dire 
des coordonnees locales {x a } a =i,2, a l'aide desquelles on peut situer 
un point. La nature des coordonnees utilisees, (6, (p) ou autres, est sans 
reelle importance. Le meme morceau est decrit par differentes cartes. 
Passer des coordonnees d'une carte a l'autre se fait par un changement 
de variables au moins C 1 . L'ensemble des cartes forme un atlas ; l'atlas 
est complet si quand on lui ajoute une carte, on peut la decrire par 
l'atlas existant. 

Une description de la Terre au moyen de cartes nous permet par- 
faitement de decrire ses proprietes et meme de determiner son rayon. 
Generalisons ; nous avons un espace appele variete M mis en corres- 
pondance biunivoque avec un ouvert de R" appele carte. (Dans notre 
cas, M est la Terre et n = 2). Nous exigeons de plus que sur M nous 
pouvons definir la notion de voisinage et done de continuite ; M est 
alors un espace topologique separe. La correspondance entre points de la 
carte et points de M sera done continue et d'inverse continu. Le pas- 
sage d'une carte a l'autre s'effectue par un changement de variables 
C k et d'inverse C ,c (Jfc > 1). 

On s'interesse aux proprietes de M qui ne dependent ni des coor- 
donnees locales choisies, ni du fait que la variete est plongee dans un 
espace euclidien plus grand. C'est le principe de relativite geometrique. 



3 



f(y) = E(3/ ! -J/o) 2 - R2 = °- 



(2.1) 



! = 1 
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2.1 Hypersurfaces. Varietes 

Nous procederons de maniere inductive. Point de vue extrinseque : 
Soit M une hypersurface de dimension n, plongee dans un espace de 
dimension n + 1 

F(y)=0}. (2.2) 

VF est la normale a M dans Si VF(y) ^ en y, M est dite 

reguliere en y. 

Exemple. La fonction 

F(y) = eW-R 2 (2-3) 

i=l 

definit une sphere S"(R) centree en et de rayon K. Elle est reguliere 
en tout point. Par opposition, un cone dans K 3 n'est pas regulier en 0. 

Si M est reguliere en tout point, alors M est une variete C k diffe- 
rentielle si F G C k . 

Localement, une carte peut etre construite en resolvant l'equation 
F(y) =0 pour exprimer une des coordonnees en fonction des autres, 
qui deviennent des coordonnees locales {x a }, a = 1, . . . ,n. Dans une 
region ou deux cartes se recoupent, on passe des coordonnees x aux 
coordonnees x' et inversement par une transformation x = x(x') et 
x' = x'{x), C k . L'ensemble des cartes decrit completement M. On cher- 
chera un atlas qui contient le nombre minimal de cartes. 

Exemple. Pour S 2 , une carte possible consiste a prendre les coordon- 
nees spheriques (6,(p). Cette carte presente cependant un probleme en 
9 = {0, 7i}, V</>, puisqu'elle decrit le meme pole (nord ou sud). Ce n'est 
done pas une carte appropriee dans notre cas. Par contre, les deux 
cartes constituant la projection stereographique 

z (2.4) 
z' (2.5) 

suffisent (Fig.2.1). S 2 est une variete C /c V/c > 1, et done une variete 
differentiate. 




y + ty 



y3 -tan(-> 



ctn(^)^ 



2.1. Hyper surf aces. Varietes 
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Fig. 2.1: Projection stereographique. Les coordonnees complexes 
z du point P sont donnees par l'intersection de la droite NP avec 
le plan y l y 2 . Pour pouvoir decrire le pole nord, la deuxieme carte 
de la projection (coordonnees z' de P) est necessaire. 



Soit c une courbe sur M, partant de y(0) = P. Du point de vue 
extrinseque, 

c = {yeR n+1 \F(y(t))=0}. (2.6) 

Le vecteur vitesse t/(0) est tangent a c en y(0) = P. Le plan tangent en P 
sera engendre par tous les vecteurs tangents y(0) a toutes les courbes 
partant de P ; il sera de dimension n si M est reguliere en 1/(0). 
Si f(y(t)) est une fonction de la courbe c, 

n+l n 

/=E^=E^(/)' (2-7) 

;=i °y «=1 

dans une carte, ou e a (/) = §^ = e a Vf, ou e a = 

Nous pouvons definir la derivee de / dans la direction X, de ma- 
niere intrinseque, par 

V x/=E^^ = X%(/). (2.8) 

a=l 

Le vecteur x peut etre considere comme un vecteur du plan tangent 
E(x) au point x, Une base de cet espace sont les vecteurs e a G K", ou 
e a = gf« , de maniere intrinseque. 

E(x) est un espace vectoriel de dimension n. II possede un espace 
dual E*(x), le p/an cotangent en x. On peut le decrire pour une hyper- 
surface, en introduisant une metrique induite g sur M. Dans R n+1 , la 
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distance euclidienne infinitesimale entre deux points est 

ds 2 = £W) 2 . (2.9) 

7=1 

Elle induit une distance sur M. Dans une carte, dy ! = [d^y^dx 1 *, done 
ds 2 = dx^g^ix), g a p(x) = (e a (x),e^x)). (2.10) 
L'inverse de la matrice g, d'elements g a ? satisfait g a7 g<yp = 5^. 

Soit alors 

e a = (2.11) 

on a (e a ,ep) = Sg. Ces e a definissent une forme lineaire sur E(x) et 
constituent une base de E*. On peut ecrire x G E* comme 

x = £ x a e a . (2.12) 

ct=l 

Ceci amene du point de vue intrinseque a se donner une metrique g a p 
et a definir les e a = g a ^e^, (e a = e a ). Dans un changement de cartes, 

e, = <V a , (2.13) 
= by*', (2.14) 



avec 



V j6 ~ °p et 



g«/3 = «« «J g*'/?' (2-16) 

^ = fc^g'^'. (2.17) 

Considerons le cas plus general d'un tenseur {jp,c\) ; forme multili- 
neaire. Une base est constitute de 

e ai ® ...®e Kp ®e^ <8> ...®e\ (2.18) 

dont les composantes sont 

n4iV ,s ' ( 2 - 19 ) 



dans Dans cette base, le tenseur s'ecrit 

r «i...« P 



T = E C';% fll ®...^e ap ^^ 1 ®...^e^ (2.20) 



ai...«p,^ 1 ,...,j8, 



2.2. Geodesiques 
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2.2 Geodesiques 



Soit M une variete differentiable de dimension n. Dans une carte 
de coordonnees {x a }, considerons une courbe 7 = {x(A)|A S [Ao,Ai]} 
dont les extremites sont les points Xq = x(Aq) et x\ = x{X\) ; et soit 



A 1 



w(<y) 

g a a definissant la metrique de M. 



d\ 

A V a A / 



A 



dAg a/3 (x(A))x^, 



(2.21) 



Une geodesique est une courbe qui rend ^(7) stationnaire, c'est-a- 
dire 5w = 0, les points Xq et x\ restant fixes dans la variation. Pour 
construire une geodesique entre deux points quelconques de la va- 
riete, on la determine par continuite dans la succession des cartes qui 
contiennent les deux points. L'equation de la geodesique dans la carte 
sera donnee par l'equation d'Euler-Lagrange 



dxf 



d dL 
dXdF' 



(2.22) 



avec L = g C( ^(x(A))x a x^. Notons que si A represente un temps et si 
ds 2 > 0, \mL representera l'energie cinetique d'une particule se depla- 
cant sur M et done la geodesique decrira la trajectoire d'une particule 
libre sur M. 

L'equation d'Euler-Lagrange donne alors 



3^)^ = 2- 



gs-r*' 



2d fi g» Y * fi *' r + 2g*Y* r , (2-23) 



ou 



8S7 



v' A 



xP^ = 0. 



(2.24) 



Multipliant par g aS et sommant sur 5 donne l'equation de la geodesique 



X« + I^xH^ = 



(2.25) 



avec H = g m T a ^ 7 et 



a/37 



dpguy + dygap — d a gp 7 



(2.26) 



et r a £ 7 s'appellent symboles de Christoffel de premiere et deuxieme 
espece, respectivement. Ce ne sont pas des tenseurs. Noter que 



ycc -pec 

1 h ~ 1 Tj8 



(2.27) 
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L'equation (2.25) entraine que g a px a xP est une grandeur conservee. Ce 
qu'on peut egalement voir par le fait que L ne depend pas explicite- 
ment du parametre A (analogie en mecanique analytique : l'energie 
d'un systeme autonome est conservee). 



Soit maintenant une courbe 7 joignant 1 a 2 telle que L > sur 7 et 
considerons 



£(1,2) = f 2 ds = j 2 dX V L. 



(2.28) 



Dans un espace riemannien, £(1,2) mesure la longueur de la courbe 
qui joint 1 a 2. En relativite, g a la signature (+,—,—,—); ceci implique 
que la courbe doit etre de type temporel, c'est-a-dire interieure au cone 
de lumiere. Elle decrit la trajectoire d'une particule de masse m > 0. 
ds = cdr et £(1,2) mesure le temps propre ecoule entre 1 et 2. 

Nous cherchons la courbe qui rend C extremale. Notons alors que 
ds ne depend pas de la parametrisation choisie 



ds 




dX 




(2.29) 



Nous prenons comme parametre A, s lui-meme ; alors x a = ^ et 

1 



dASVL = -^=5L = -8L, 
2VZ 2 

et nous obtenons la meme equation que precedemment 



(2.30) 



ds 2 ' 



dx? dx-r _ 
T ^^s~-° 



avec 



dx a dx$ 
^ ds ds 



(2.31) 



(2.32) 



II suffit de verifier la condition (2.32) pour la condition initiale, puisque 
gxpl&lir est conservee par (2.31). 



En relativite, on peut avoir L = sur 7. Ce serait le cas pour un pho- 
ton. Dans ce cas, on prendra un parametre A quelconque (par exemple 
Xq) mais Ton imposera 

dx K dx? 

*-"9ASA= < Z33) 
au lieu de (2.32). On parle alors d'une geodesique nulle. On pourrait de 
meme definir des geodesiques spatiales, en imposant gx^^x^x = — 1. 



2.2. Geodesiques 
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Fig. 2.2: Geodesiques de S 2 . Si les deux 
points sont proches (1-2), la geodesique 
correspond a la distance minimale. Si les 
deux points sont plus eloignes (l'-2') 7 
la geodesique correspond a la distance 
maximale. 



7 



x 



Fig. 2.3: Geodesiques de S 2 . Toutes les 
geodesiques passant par un point x exte- 
rieur a une geodesique 7 intersectent 7 ; 
le postulat d'Euclide n'est done pas veri- 
fie. 



On peut montrer que dans le cas riemannien, £(1,2) est minimale 
si 1 et 2 sont assez proches. En relativite, £(1,2) sera maximale. En 
geometrie riemannienne, une geodesique est le chemin le plus court 
entre deux points voisins. 

Prenons maintenant quelques cas classiques de varietes riemannien- 
nes. 

1. M = R", non-compact. Les geodesiques sont des droites. Le pos- 
tulat d'Euclide est satisfait : par un point exterieur a une geode- 
sique 7 passe une et une seule geodesique qui n'a pas d'intersec- 
tion avec 7. 

2. M = S 2 = {x £ R 3 I E 3 =1 (x ! ) 2 = 1}, compact. Les geodesiques 
sont les grands cercles, e'est-a-dire l'intersection d'un plan pas- 
sant par l'origine et S 2 (ex : l'equateur). Si les deux points 1 et 2 
sont assez proches, la distance est minimale, mais devient maxi- 
male si les deux points sont assez eloignes (continuite) (Fig.2.2). 
Le postulat d'Euclide n'est pas verifie : toutes les geodesiques 
passant par un point exterieur a la geodesique 7 intersectent 7 
(Fig.2.3). 

3. M — H 2 — {(x,y) G R 2 | y > 0}, non-compact, munie de la me- 
trique ds 2 = x X y . Les geodesiques sont soit des cercles per- 
pendiculaires a I'axe des x, de centre sur l'axe x, soit des droites 
perpendiculaires a l'axe des x (Fig.2.4). Dans ce cas aussi, le pos- 
tulat d'Euclide n'est pas satisfait : il passe une infinite de geode- 
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Fig. 2.4: Geodesiques de H 2 . Les geode- 
siques sont soit les demi-cercles dont le 
centre est sur l'axe des x, soit les droites 
perpendiculaires a l'axe des x. 



Fig. 2.5: Geodesiques de H 2 . Par un 
point donne x externe a la geodesique 7 
passent une infinites de geodesiques qui 
n'intersecte pas 7 ; le postulat d'Euclide 
n'est done pas verifie. 



siques paralleles a une geodesique donnee par un point exterieur 
a celle-ci (Fig.2.5). 

4. Le disque de Poincare, M = P 2 = {w G C | \zv\ < 1}, de metrique 
dx + d V _ w g p2 g'Qbtieni; ^ partir de z G H 2 par la transforma- 
tion 

a; = : =3> Imz = , (2.34) 

z + 1 \1 — w\ A 

La metrique sur P 2 est la metrique induite par celle sur H 2 . Les 
geodesiques sont soit les cercles perpendiculaires au cercle unite, 
soit un diametre (Fig.2.6). 



Notons finalement que si la metrique est conforme, e'est-a-dire du 
type 

ds 2 =f(x)J2(dx K ) 2 , /(*)>0, (2.35) 

a. 

le produit scalaire entre deux vecteurs du plan tangent 

(a,b) =f(x)Y j a K b a = \a\\b\cos6{a,b), (2.36) 

a. 

avec \a\ 2 = E a (fl a ) 2 /(x), done les angles sont les memes que dans le 
cas euclidien. Les metriques introduites sur les varietes S 2 , H 2 , et P 2 
sont conformes. 

Dans le cas riemannien, si dim M = 2, on peut montrer que si g^p 
est analytique (reelle) en x, il existe toujours des coordonnees ou la 
metrique est conforme. 



2.3 Transport parallele. Derivee covariante 

Dans l'espace euclidien, nous pouvons comparer deux vecteurs si- 
tues en des points differents. Nous pouvons transporter parallelement 



2.3. Transport parallele. Derivee covariante 
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Fig. 2.6: Geodesiques de P 2 . Les geodesiques sont soit des arcs 
de cercles perpendiculaires au cercle unite (l-2,l'-2'), soit un seg- 
ment de diametre (l"-2"). 



l'un vers l'autre et ensuite comparer leurs coordonnees. Cette opera- 
tion conserve les longueurs et les angles. 

Sur une variete, nous ne pouvons a priori comparer deux vecteurs 
dans des plans tangents en deux points differents. On se propose de 
le faire lorsque les deux points sont infinitesimalement voisins. Pour 
cela, considerons le cas d'une hypersurface de dimension n. Elle est 
plongee dans un espace euclidien (R" +1 , par exemple), dans lequel 
nous pouvons transporter parallelement les vecteurs. 

Soit done une courbe 7 partant de x = x(0). Dans le temps dt, elle 
joint x a x(t). Soient alors les vecteurs v(x) dans E(x) et v(x + Ax) dans 
E(x + dx). Nous transportons parallelement v(x + dx) en x puis nous 
le projetons dans E(x), obtenant le vecteur Pv(x + dx) donne par 

Pv(x + dx) = Y J (v{x + dx),e a (x))e K (x) e E(x). (2.37) 

En effet 

P 2 v(x + dx) = Y^(Pv(x + dx),e a {x))e a {x) 

a 

= EfoM/^OO) H x + dx),e^(x))e a (x) = Pv(x + dx). (2.38) 



Nous pouvons maintenant calculer 
1 



dt 



Pv(x + dx) — v(x) 



f=0 



x 7 {0) d 7 v a +(d 7 e fi ,e x )vP e a/ (2.39) 
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ou x K (0) est la composante d'un vecteur X dans E(x) qui determine la 
direction de laquelle nous avons pris la derivee de v. Nous definissons 
done la derivee dans la direction X du vecteur v par 

V x v = X^V 7 v a e a , (2.40) 



avec 



V 7 v a 



d 7 v" + 1^ 



(2.41) 



est la derivee covariante de v* dans la direction 7, avec = (d 7 e^,e a ), 
dans notre cas. 

Maintenant, l'operation est definie de maniere intrinseque, e'est- 
a-dire independante de l'espace ambiant. T"^ s'appelle une connexion 
dans le cas general. Calculons-la dans notre cas 



mais 



Done si 



(d 7 ep,e s ) + (ep,d 7 e s ) = d 7 (ep,e s ) 



s- 



(d 7 ep, eg) = - d 7 gsp + dpgs 7 -dggp 7 + A(7j8£), 



alors 

Par ailleurs 



A(70£) + A(7<50) = 0. 



d 7 ep = d y py = dpe 7 , 



(2.42) 
(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 
(2.46) 



done A (7/3(5) = A(/37<5). Combinant ces proprietes, 



A(jS7<5) = A(7^) = -A(7<50) = -A(^) 

= A(«J/3 7 ) = A(^ 7 ) = -A(/3 7 <J), (2.47) 

d'ou A = et done la definition intrinseque du symbole de Christoffel 
est 



Noter la propriete Tg 



JUd 



ret 



+ 



(2.48) 



Dans notre cas, la connexion est metrique, e'est-a-dire determinee 
par la metrique. Elle est dite de Levi-Civita. Cela vient du fait que le 
transport parallele que nous avons defini preserve la metrique. 



2.3. Transport parallele. Derivee covariante 
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Pour calculer Vxi« pour un co-vecteur w, on peut proceder de la 
maniere suivante. Soit v un vecteur, alors 



Mais, v a w a etant un scalaire, on a 

V x (v a zv cc )=X 7 d 7 (v a iv K ), 

et done 

V a VxU>a = X 7 d 7 (v a ZV a ) — (d 7 V a )w a — T^oV^W tt 



(2.49) 



(2.50) 



= X 7 
Par consequent 

et 



7P L 

X 7 v a 



V a d 7 ZV a - T^V^W a 



. (2.51) 

(2.52) 
(2.53) 



On voit que Vx» ne depend pas du choix des coordonnees, done la 
derivee covariante transforme v en un tenseur (1,1) ; de meme, Vx^ 7 
transforme w en un tenseur (0,2). 

Les connexions T ne sont pas des tenseurs. En effet, elles se trans- 
forment selon 

r';; y = aib^T^ - b^d^. (2.54) 

Pour un tenseur, on definira de meme 
1 



dt 



PT(x + dx) - T(x) = V X T, X a = x a (0) (2.55) 



f=0 



ou 



PT(x + dx) = (T(x + dx), e ai ® . . . <g> e a >' ® e h ® . . . ® g ft ) 



...®g^®eft ®...®e^. (2.56) 



Exprimant T(x + dx) dans sa base et notant que 

m 

(<ii ® . . . <g> a„„ b\®...®b m ) = Y[{ a u h), 

on trouve 

VxT = X> 7 V 7 T, 



i=i 



(2.57) 
(2.58) 
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et 

v 7 C7 = dX"7 + E r ai ,T B ai "f " ap - r t^; . . (2.59) 

j=l fc=i 
Proprietes. On peut montrer que le produit de deux tenseurs satisfait 

V ^ ( T S S S) = OW;}) S « + (v 7 S$) T« (2.60) 

Par ailleurs, la contraction des indices commute avec V 7 . Notons fina- 
lement la propriete importante 

V 7 g a ^ = <^4> : connexion metrique (2.61) 

Le transport parallele que nous avions defini a fait abstraction de 
l'espace euclidien ambiant, sauf pour un point. Dans cet espace, il 
conservait longueur et angles, d'ou V 7 g a ^ = 0. On peut generaliser de 
la maniere suivante. 

On definit la derivee VxT d'un tenseur comme un tenseur sur une 
variete telle que VxT soit lineaire en X et possede les proprietes 

• V X T = X?V 7 T, 

• V X (T ® S) = (V X T) ® S + T ® (V X S), 

• j'contracte _ j 1 ^ contracts 

On montre alors que VxT est l'operation que nous avons definie, mais 
Tp^, est quelconque, et Ton peut avoir Pg 7 7^ T^. On parle alors d'une 
connexion T affine. Par contre, comme V 7 c a se transforme comme un 
tenseur, Y ne se transforme pas comme un tenseur, mais de la meme 
maniere que precedemment. Si de plus on exige que Vxg = 0, alors T 
est une connexion metrique. 

Les connexions affines sont utiles en mecanique quantique et en 
theorie de jauge. En relativite generale, nous n'utiliserons cependant 
que les connexions metriques. 

Nous pouvons maintenant definir le transport parallele d'un vecteur 
w le long d'une courbe c dont le vecteur tangent v(t) = {*''} est donne 
pour t G [a, b] . w est transports parallelement le long de c si pour tout 

t e [a, b] 

V v w = (2.62) 

ou xl'Vpio 01 = 0, ou encore w K + T^x^wP = 0. Une geodesique affine 
sera done definie comme la courbe telle que 



V v v = 



(2.63) 



2.4. Tenseur de courbure 
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Fig. 2.7: Transport parallele. La norme du vecteur transporte et 
Tangle qu'il fait avec la courbe sont conserves. 



Si on transporte parallelement deux vecteurs A et B le long d'une 
courbe c et que la connexion est metrique, le produit scalaire 

(A,B) = (A,gB)=A a BPg Kfi (2.64) 

est conserve car 

V V (A,B) = {V v A,gB) + (A,gV v B) + {A, {V v g)B) = 0. (2.65) 

Done dans le cas riemannien, ceci veut dire que le transport parallele 
conserve la longueur des vecteurs et leurs angles, comme on l'avait 
exige (voir Fig.2.7). 

Notons enfin le resultat important suivant que nous demontrerons 
par la suite. II existe autour de n'importe quel point donne x des 
coordonnes geodesiques telles que Tp 7 (x) = et done dans lesquelles 

(V 7 v a )(x) = (d y v a )(x). 

2.4 Tenseur de courbure 

Les derivees covariantes selon deux directions differentes ne com- 
mutent pas car le transport parallele d'un vecteur depend du chemin 
choisi (en general). Calculons, si T$ = V$v a (tenseur (1,1)) 

done 

V 7 S7 s v a = d 7 (V s v a ) + - r^V H ^ (2.67) 

et finalement 

[v 7 , VsV = + (rj 7 - r^)v^ a (2.68) 

ou le deuxieme terme represents un tenseur de torsion, nul pour un 
connexion symetrique, en particulier metrique. Nous serons toujours 
dans ce cas. Le premier terme est le tenseur de courbure de Riemann- 
Christoffel, defini par 
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Proprietes. Si T a/ j 7 = §[9pg« 7 + d 7 g a /i - dugfr], 
1 

2 L 



R 



8' 



in- 



ou on a utilise la relation 



/' 



3 7 r a<5 



, (2.70) 



(2.71) 



Sous cette forme, et en utilisant les coordonnees geodesiques, on voit 
que 



R 



ccfiyS 



-R 



-RficcyS — RySttfl 



ou encore 



RafrS + Raspy + Rcc 7 sp = 0. Bianchi I 



(2.72) 
(2.73) 



De plus, 

^aR/ijSii + ^piR/ijaS + VsRp lf ia = 0- Bianchi II (2.74) 

II y a done pour une variete de dimension n Xn 2 (n 2 — 1) composantes 
independantes de R. 



On definit encore le tenseur de Ricci, R a p (symetrique), 

Rap = g ¥V Rvaiifir 

et la courbure scalane 

R = g afi R^. 

On a la tres importante identite 



R*p - -Rgixp, 



o, 



(2.75) 
(2.76) 

(2.77) 



ou le tenseur entre crochets s'appelle tenseur d' Einstein. 
Preuve. 

V 7 g flv =o 



Vttftfi 



Bianchi II (2.74) 



V a (R^) 



-2^y 7v /3 R -7, ( - 

(V«R)^ 
-g» v g^V?Rv« ir 



(2.78) 



(2.79) 



2.5. Interpretation du tenseur de courbure 
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2.5 Interpretation du tenseur de courbure 

Nous allons donner une interpretation geometrique du tenseur de 
courbure. Soit le quadrilatere infinitesimal represents dans la figure 
2.8. Calculons le transport parallele selon le chemin C\ = par d'un 
vecteur v 

=v a (v) -T^dxh^p). (2.80) 
avec le signe — car on va de x a x + dx, et 

<W = <(<?) -T^WvUq), (2.81) 

done 



v« Cl (r)=v«(p)-T« h (p)dx^(p) 

- I%{qW [^{V) ~ T} 7l (p)dx^v^'(p)] (2.82) 

et, negligeant les termes cubiques en dx ou dy, on a 

< (r) = ^ - rv»^ 7 - iVA 7 



3^r^) tAdx' 3 V + T^T^dxP'dyW (2.83) 



Pour calculer le resultat selon = psr, on change simplement dx et 
dy. Alors 



(2.84) 



On voit done que le tenseur de courbure mesure la dependance du 
transport parallele dans le chemin suivi (chemin ferme : la valeur de v 
a change). Si Rgys = 0, il n'y a pas de dependance du chemin dans une 
region simplement connexe (on decompose le chemin en morceaux 
inf initesimaux) . 



Quand Rp 7 s = ? Si dans un systeme de coordonnees la metrique 
est diagonale et constante, e'est-a-dire g^ = ^ab^, rj a = ±1, alors 
Pg 7 = = 0- O n peut montrer que l'inverse est vrai : si 

R^ 7<5 = 0, il existe un systeme de coordonnees ou g a p = De tels 

espaces sont dits plats. 

Exemple. Si n = 2, on peut, par changement de variables, diagonaliser 
g et ecrire la metrique sous forme conforme 



(2.85) 
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Fig. 2.8: Quadrilatere infinitesimal 
avec p = x, q = x + dx, r = x + 
Ax + Ay, et s = x + Ay. 



Fig. 2.9: Transport parallele le long d'un tri- 
angle equilateral sur la sphere S 2 . Le vecteur 
V\ au point de depart est € Oxy et _LOx. Apres 
transport le long du premier cote du triangle, 
le vecteur sera 6 Oxy et _LOy (^2); apres le 
deuxieme, il sera 6 Oxz et _LOz (^3) ; apres le 
tour complet, il sera 6 Oxz et _LOx (V4). Le 
transport parallele le long d'un chemin ferme 
modifie done le vecteur (v\ 7^ v 4 ). 



avec / > si la variete est riemannienne. Alors 

Run = — ^r,^ 



(2.86) 



avec R a ^3 = \g a p et R = A t . Les espaces a courbures constantes 
sont done ceux pour lesquels il existe ip tel que f(x) = e^W, avec 



-Alp = — , Equation de Liouville 



(2.87) 



2.6 Geometrie d'une surface a deux dimensions 

Voici quelques complements de geometrie de surface utiles pour 
comprendre les definitions plus generales traitees dans les section pre- 
cedentes. 



2.6.1 Notions de courbure 

Soit une courbe plane. Placons nous en un point P donne et choi- 
sissons les axes tels que l'axe x soit tangent a la courbe et l'axe y soit 
normal, tel represente dans la figure 2.10. On a y = f(x), /'(0) = 0. 
Pour x ~ 0, on ecrit 



y 



-KX 

2 



(2.88) 



avec k = f"(0) la courbure en P. k = ±p 1 , ou p est le rayon du cercle 
qui approxime la courbe en 0. 



2.6. Geometrie d'une surface a deux dimensions 
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Fig. 2.10: Courbure d'une courbe. On place les axes tels que Px 
soit tangent a la courbe, alors que Py est normal. 



Dans le cas de la surface, placons nous a nouveau en P et choisissons 
les axes tels que x 1 x 2 soit le plan tangent et x 3 soit normal. Pres de 0, 

* 3 = \ E b v xix '' h = h ( 2 - 89 ) 

si (x l ,x 2 ) = An, avec n 2 = 1. Le plan vertical supporte par n intersecte 
la surface pour former une courbe 

x 3 = ^-(nb,n) (2.90) 
de courbure (n,bn) en (Fig.2.11). Mais 

A min < (n,btl) < Amax, (2.91) 
ou A est la valeur propre de b. La courbure moyenne est donnee par 

A! + A 2 = Tr&. (2.92) 
La courbure de Gauss est donnee par 

K = A 1 A 2 = det&. (2.93) 
En diagonalisant b, on peut ecrire dans des nouvelles coordonnees 

^ 3 = ^[Ai(y 1 ) 2 + A 2 (y 2 ) 2 ], (2.94) 

Un theoreme de Gauss affirme que k est la seule courbure intrinseque, 
c'est-a-dire dependant de gu et de ses derivees. Montrons que k = 
^1212(0) comme nous l'avons defini. La metrique induite est, en y, 

ds 2 = gijdtfdyK (2.95) 

avec 

gij = [1 + A 2 (t/ ; )] 2 , g 12 = A 1 A 2 y 1 t/ 2 - (2-%) 
On voit que d k gij = 0(x) done r|.(0) = et 

R1212 = 9 2 2 ^i2 = AiA 2 = K, -=K. (2.97) 
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Fig. 2.11: Courbure d'une surface. En un point P de la surface, on place les axes tels 
que Px 1 x 2 soit tangent et Px 3, normal a la surface. Le plan vertical supporte par n 
intersecte la surface pour former la courbe x 3 = A 2 (nfo, n) /2 de courbure [n,bn). 



2.6.2 Element de surface. 

Soient e\ et e 2 deux vecteurs de base du plan tangent en P. Alors 
e\ A 62 est normal au plan tangent. L'element de surface s'ecrit 

da = e\dx l Ae2dx 2 = dx 1 dx 2 \e\ l\e-An, 



avec 



car 



\e\ A e2\ 



\g\, 



(2.98) 
(2.99) 
(2.100) 



\ei Ae2\ 2 = |ei | 2 |e 2 1 2 sin 2 = | ei | 2 1 e 2 1 2 ( 1 - cos 2 0). 

2.6.3 Theoreme de Gauss-Bonnet. 

Soit M une variete compacte orientable de dimension 2 

ou g est le nombre d'anses. Soit A un triangle forme de geodesiques 
d'angles 9j, 

r 1 3 

(2.102) 



(2.101) 



avec 



/ ' Rj\g]d 2 x = -n + Y20i 
k > o, 9 i > 71 

K < 0, J^j d ' < U 



(2.103) 
(2.104) 



2.7. Coordonnees geodesiques 
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2.7 Coordonnees geodesiques 

Nous montrons qu'il est toujours possible de trouver un systeme 
de coordonnees tel que autour d'un point donne x, on ait 

g*p(x) =t] a fi J rO((x- x) 2 ), rjrf = rjaS^p, rj a = ±l, (2.105) 

et done T^ 7 (x) = et (V 7 v a )(x) = (d 7 v 0i )(x). II y a une infinite de tels 
systemes, relies entre eux par la transformation lineaire 

{x'-x'Y = A^(x-x) K , (2.106) 

ou A* A^ ti a iai = t] a p. Dans ces coordonnees l'equation d'une geode- 
sique est 4^- = 0. 



Interpretation. En geometrie riemannienne, g est definie positive, 
done n^ = S x p et le resultat signifie que Ton peut choisir un systeme 
de coordonnees cartesien (defini a une rotation pres), tel que la geo- 
metrie soit euclidienne dans un tres petit voisinage d'un point donne 
(Gauss). 

En relativite, on a rjo = 1 et rji = —1 (theoreme de Sylvester), 
done le resultat s'interprete en disant que Ton peut choisir un referen- 
tiel d'inertie local (defini a une transformation de Lorentz pres), ou au 
voisinage d'un point donne de l'espace-temps la metrique soit celle de 
la relativite restreinte. 

Preuve. Supposons qu'initialement on ait la carte x' autour du point x! 
et a x! correspond x dans la nouvelle carte x. La nouvelle connexion 
sera 

dx 11 ' dx ,fi 

on voit que si 




7 = Al, + A;t'Ox')(*' - x'f, (2.108) 



avec A*; quelconque, alors le crochet s'annule en x, done T*Jx) — 0, 
ce qui entraine T K7 p(x) = 0, et comme 

{dpg*y) ( f ) = r <W f ) + r ^«( f ) = ( 2 - 109 ) 
done g afi {x) = g K p(x) + 0((x- x) 1 ), mais 

g a p(x)=B^B^g'^,(x') (2.110) 



T'ypt(x') 



d Z X« 

dx n 'dx' 



(2.107) 
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avec B^ = ^r(x), et done B^Ag, = <S^. g aura le mime nombre de 
valeurs propres positives que g' (theoreme d'inertie). 

Nous voulons que g a ^{x) = rj a p. Par consequent, nous devons re- 
soudre I'equation, en ecriture matricielle, B*' = (B) aa i, 

Bg'B* = t] (2.111) 

Mais il existe Q tel que QQ f = 1 et dgCl 1 = Ag ou A a rj a est une valeur 
propre de g' (A a > 0), alors la solution generate de I'equation (2.111) 
est 

B = A-^Q, (2.112) 

V A 

avec A une matrice quelconque telle que A;/ A' = )/. Dans le cas rie- 
mannien, )| = 1 et A £ O(h) ; en relativite A G 0(1,3) est une trans- 
formation de Lorentz. 

2.8 Equation des deviations geodesiques 

La courbure mesure egalement l'ecart entre deux geodesiques tres 
voisines au cours du temps. Soit une geodesique 7 d'equation 

x a + Vfc&iP = 0. (2.113) 

Un ecart infinitesimal dans la condition initiale entraine un ecart Sx 
qui sera donne par 

5x a + ITj^x^Sx? + d^Sxi'x^x? = 0, (2.114) 

mais 

T%{x)xn±t = j t [8xtVfa-i] -Sx^d^x^x^ + T^]. (2.115) 

Utilisant (2.113) pour T 1 dans cette expression et remplacant dans 
(2.114), 

j t [Sx a + T^x-rSxP) + Y^x< [6x? + T%xHx v ] 

+ 8x* [d p T% 7 - d^T^ - T^r^] xH"> = 0. (2.116) 

Notant que 5x a + Y^x^bx^ = Vjfa", I'equation s'ecrit 

V\5x a + R^x^x^Sx^ = 0. (2.117) 
Penser a V v = j^, la derivee le long de la trajectoire. 



2.8. Equation des deviations geodesiques 
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Dans un espace plat, R. = et = J^, done 

Sx a = v a T + 6x a (0), (2.118) 

e'est-a-dire que l'ecart croit lineairement. Dans le cas de dimension 2, 
R > entraine une diminution de l'ecart ; les geodesique tendent a se 
croiser. Si R < 0, l'ecart augmente ; les geodesiques voisines s'eloignent 
exponentiellement vite. 
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Chapitre 3 

Relativite generate 



3.1 La theorie d'Einstein. Les postulats de la rela- 
tivite generate 

La theorie de Newton est basee sur Taction instantanee a distance 
d'une particule sur une autre. Elle n'est done pas compatible avec la 
relativite restreinte. Le probleme de la relativite generale est essentiel- 
lement de construire une theorie de la gravitation relativiste. II s'agit 
de generaliser a la fois la theorie de Newton et la relativite restreinte, 
sur la base de postulats decoulant d'un certain nombre d'arguments. 



Premier postulat. 

L'espace-temps est une variete differentiate a 4 dimensions mu- 
nie d'une metrique g. 



C'est evidemment une generalisation de la situation de la relativite 
restreinte ou la metrique g est rj, ou Ton peut introduire des coor- 
donnees cartesiennes globalement, le passage d'un systeme de coor- 
donnees cartesiennes a l'autre s'effectue a l'aide de transformations 
lineaires (Lorentz-Poincare) qui preservent la metrique. Ce sont les re- 
ferentiels d'inertie. L'introduction d'une metrique de l'espace-temps 
vient de la necessite de mesurer le temps et les distances. 

Le deuxieme postulat est le principe d'equivalence. Ce principe, au 
coeur de la theorie, du point de vue heuristique est base sur les faits 
suivants. Dans la theorie de Newton, on observe une remarquable 
coincidence : la masse inertielle est egale a la masse gravifique. Ex- 
pliquons ce point. 
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• La masse inertielle mi est celle qui multiplie l'acceleration, c'est-a- 
dire m\a = F. 

• Dans un potentiel gravifique O, l'equation de Poisson est AO = 
AnGp. Une particule test de masse gravifique passive m? ressent 
une force F = — mpVO. 

• Par ailleurs, une particule massive cree un potentiel gravifique 
O = —m^G/r. La masse m& apparaissant dans cette equation 
peut etre appelee masse gravifique active. 

C'est un fait experimental (Eotvos) bien etabli que 



La consequence de ce fait est que le mouvement d'une particule test 
soumise uniquement a un champ gravitationnel est independant de sa 
masse et composition (postulat de Galilee), a = — VO. Ceci implique 
que tous les corps subissent l'effet de la gravitation. 

II y a une grande difference de ce point de vue entre la gravitation 
et les autre forces, pour lesquelles il existe toujours des particules qui 
y sont insensibles. Par exemple, le neutron es insensible a la force de 
Lorentz, l'electron aux interactions fortes. 

Autre consequence importante, l'effet d'un champ gravifique ho- 
mogene et independant du temps. Soit AC un observateur qui observe 
une particule soumise a un champ gravifique constant —mge^, de sorte 
que 



Pour un observateur K! qui se deplace avec une acceleration constante 
ge-i par rapport a AC (AC' est done non inertiel), l'equation du mouve- 
ment sera mx' = 0. Par consequent, le mouvement sera rectiligne (la 
droite est la geodesique). II est impossible de distinguer par le mou- 
vement d'une particule le champ gravifique homogene d'une accelera- 
tion. Si le potentiel O correspond a un champ inhomogene (AO 7^ 0), 
AC' verra deux particules identiques partant de la meme hauteur et voi- 
sines, suivre sur de courtes distances des droites paralleles qui vont peu 
a peu se courber sur de plus grandes distances et avoir tendance a se 
rapprocher (deviation de deux geodesiques voisines si la courbure est 
non nulle). 

Ceci amene a postuler le principe d'equivalence de la maniere sui- 
vante. 



mi = mp = fflA = m. 



(3.1) 



mx = —mge^. 



(3.2) 



3.1. La theorie d'Einstein. Les postulats de la relativite generale 
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Deuxieme postulat : Principe d'equivalence. 

Pour toute region infiniment petite de l'espace-temps (c'est-a-dire 
suffisamment petite que la variation spatiale et temporelle de la 
gravitation peut etre negligee), il existe un systeme de coordon- 
nees /Co = {x a } dans lequel la gravitation n'a aucune influence 
soit sur le mouvement des particules soit sur tout autre processus 
physique. En particulier, les lois qui decrivent les processus phy- 
siques au moyen de la relativite restreinte sont valables dans ce 
systeme /Co- 

Les differents systemes de coordonnees /Co seront relies entre eux 
par une transformation de Lorentz. On les appelle des refer entiels 
d'inertie locaux. 



Nous avons vu qu'il existe de tels referentiels d'inertie locaux si 
la metrique g a p(x) a une signature (+, —,—,—) comme r/ K p et que la 
connexion est metrique : ce sont les coordonnees geodesiques. 



Troisieme postulat. 

Le mouvement d'une particule qui ne subit aucune autre force que 
la gravitation est une ligne geodesique. 



Ceci resulte naturellement du fait que l'equation 8 J ds = ne de- 
pend pas du choix de coordonnees et que dans /Co, elle correspond a 
la relativite restreinte. 

L'equation d'une geodesique ne fait pas apparaitre la masse, done 
elle doit correspondre a une generalisation de l'equation de Newton, 

x a = -r£ 7 x^T. (3.3) 

T devrait jouer le role de VO, done les elements de la metrique g a p 
jouent le role du potentiel gravifique. 



Quatrieme postulat : Principe de covariance. 

Tous les observateurs sont equivalents. Les equations de la phy- 
sique devraient avoir une forme tensorielle. 
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On a done generalise le principe de la relativite aux systemes de 
coordonnes quelconques-referentiels inertiels ou non. 

Dans le referentiel Kq, localement, les lois de la physique sont celles 
de la relativite restreinte. Comment ecrire ces lois dans un referen- 
tiel quelconque ? Le principe de couplage minimal (ou de simplicite) 
consiste en la regie suivante. 



Cinquieme postulat : 

Principe du couplage gravitationnel minimal. 

Remplacer dans les equations de la relativite restreinte 

2. d a -> V a . 

3. ne pas ajouter de termes contenant explicitement la cour- 
bure. 



Finalement, on a le 



Sixieme postulat : Principe de correspondance. 

Retrouver la theorie de Newton comme une limite de la theorie 
generale. 



3.2 L'equation d'Einstein 

II reste a trouver une equation qui permette de determiner la me- 
trique, g, dans le vide ou en presence de matiere. 

La theorie de Newton a servi de guide heuristique en la matiere. 
On a l'equation de Poisson 

AO = AnGp (3.4) 

En relativite generale, O — > g, p est proportionnel a la densite de 
masse, et la masse inertielle est proportionnelle a l'energie, et l'energie, 
les impulsions et les tensions sont reunies en un tenseur T a p. 

L'equation de Poisson fait intervenir les deuxiemes derivees de O. 
II faut done chercher une equation qui fasse intervenir les deuxiemes 
derivees de g. La courbure de Riemann est de ce type. 



3.2. L'equation d'Einstein 
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Si d'autre part on cherche dans l'equation de Newton revolution 
de la deviation infinitesimale 5x , la trajectoire d'une particule soumise 
a un potentiel gravifique O on trouve 

5x l = -{d^)5xK (3.5) 

Or la deviation Sx de deux geodesiques voisines est donnee par 

V 2 ± 5x* = -RfoxHi&x*. (3.6) 

L'analogie est etonnante. 

Ceci suggere que AO devrait correspondre a un tenseur de rang 2, 
proportionnel a la courbure de Riemann et symetrique, puisque nous 
faisons correspondre a p le tenseur d'energie-impulsion symetrique 

Tap- 

II n'y a des lors que les choix suivants pour l'equation cherchee 

R a p + bRg^ + Ag af} = KT a p, (3.7) 

ou R K p est le tenseur de Ricci, R la courbure scalaire, et b, A, k des 
constantes. Si on exige que l'equation satisfasse 

V a r a/3 = 0, (3.8) 

on voit qu'il faut, par Bianchi II (2.74), prendre b = — \. On obtient 
done, si G a/i = R^ - \Rg K p, 

G a p + Xg a fi = KT ajS . (3.9) 

A = fut le premier choix d'Einstein. A ^ fut un second choix, qu'il 
a ensuite rejete a cause de la loi de Hubble. A s'appelle la constante cos- 
mologique. Aujourd'hui, certaines theories cosmologiques en tiennent 
compte. Pour nous, l'equation d'Einstein sera 

K a /3 - y&a/i = kT ^ (3-10) 

ou k est une constante universelle. On peut encore ecrire l'equation 
sous la forme 

R a p = k (r afi - ^g K pj , (3.ii) 

ou T = g a PT a p. Initialement, Einstein avait ecrit cette equation sans le 
terme en T, n'obtenant pas ainsi V a T a ^ = 0. 
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3.3 L'equation d'Einstein linearisee 

Si les champs gravifiques sont faibles, on peut supposer que 

gKp = n a p + h a p, (3.12) 

avec h K a petit. Nous allons done calculer le tenseur d'Einstein au plus 
bas ordre en h. On a T = 0(h) et g*P = - h«P + . . .. Done 

r 2 2 2 2 1 

#a/3 7< 5 = 2 r«<^/3 7 + <W**<5 - Ops h *7 ~ d ay h ^s\ (3-13) 

et 

= l[d K <P?(h)+d0 a (h)} ~ jKp - (3.14) 
ou cp p (h) = d^h^ et □ = 9''9,„ 9?< = rfd v . De plus, 

R = d K cp a {h)-Uhl. (3.15) 
Simplifions cette equation en posant 

I 

= Kf$- 2 n *f$K- ( 3 - 16 ) 

Alors 

1 - - □ - 1 

Gaf, = - [d K (pp(h)+dp(p a (h)] - —Kp - -n^d^cp^h)]. (3.17) 

Connaissant h, il existe une fonction xp a telle que 

□t/>« = (3.18) 

de sorte que 

Gaf} = -\nk^, (3.19) 

ou 

Kp = + 9«Vi8 + fy^a ~ lu^fy (3-20) 

On a alors 

a*^ = <p#) + + - a^a^ 7 = o. (3.21) 

En fait, le passage de h a k resulte d'un changement de systeme de 
coordonnees. En effet, si g a p = n a & + eh a p, et que Ton effectue un 
changement de variables x — > x', tel que 

9x a 

7 = ^ + 69^, (3.22) 



dx 



3.4. La limite newtonienne 
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alors 

g'a'f,' = Vj3' + e + 9«/^ + + C(e 2 ), (3.23) 

done au niveau lineaire, h est determine a une transformation de jauge 
pres 

KfS -» + 9«^/S + 9/3^ (3-24) 

^ aj s -> &*j8 + 3«V|8 + ~ 7«/3 {^ipy), (3.25) 

Imposer d K k K p = revient a choisir la jauge telle que d a h a p = —Oipa. 
Ce choix correspond a l'analogue de la jauge de Lorentz en electroma- 
gnetisme. 

Les equations d'Einstein linearisees s'ecrivent done 

nh Hfi = -2KT afi (3.26) 
d a Kp = 0, (3.27) 

le tenseur T a p etant lui-meme evalue au plus bas ordre en h a p. 

geep = 7«/3 + hp (3.28) 
hp = hp - (3.29) 

Ces equations sont manifestement des equations d'onde, car 

□ = - A. (3.30) 



3.4 La limite newtonienne 

Nous allons maintenant considerer le cas de metriques stationnaires, 
e'est-a-dire telles que doh a p = 0, et de vitesses des particules tests faibles 
||| <C 1. Prenant pour T K p le tenseur d'un fluide parfait; nous serons 
done dans la situation ou 

I Too | > | T / 1 > | If/ 1, (3.31) 

et alors Too — p cl , et nous pouvons considerer que hi ~ 0, hu ~ 0, et 
la condition de jauge est satisfaite si d'hjp = 0. Comme 

1 

hp = hp - 2^(8^7/ (3-32) 

^oo = hi = 0, hi] = ^Sijhoo (3.33) 

et A/jqo = 2xpc 2 . 
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L'equation de la geodesique sera alors 

x a + T% (x°) 2 = 0, (3.34) 
car \x'\ <1 par hypothese. Mais 

1 

r 00 = -2^ 3 ^00/ (3.35) 

done x° = 0, autrement dit r = t dans cette equation, et l'equation du 
mouvement de la particule test s'ecrit 

d x 

W = -V*, (3.36) 

2 - 

avec (p = ^/zoo- Done (p obeit a l'equation 

c 4 

A<p = -k P . (3.37) 



C'est l'equation de Poisson si 



k = ^ 0.38) 

Nous avons done retrouve le cas newtonien, dans la limite des champs 
gravitationnels faibles, stationnaires, et pour de faibles vitesses des 
particules 

II est important de noter que la metrique n'est pas la metrique de 
Minkowski 

ds 2 = (l + h£) K) 2 - (l - ^)dx 2 . (3.39) 

car 

^oo = -y, ^oo = hi = ~y ( 3 - 4 °) 

Ceci entraine en particulier que le temps propre d'une horloge est 
affecte par un champ gravifique. Un effet de deplacement vers le rouge 
d'un spectre en presence d'un champ gravifique peut etre predit. Nous 
l'analyserons plus tard. 



3.5 Ondes gravitationnelles 

La theorie d'Einstein linearise est decrite par les equations 





= -2xT a p 


(3.41) 




= 


(3.42) 




= 0. 


(3.43) 



3.5. Ondes gravitationnelles 
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Ces equations sont a comparer a celles de l'equation electromagne- 
tique 

UA a = J a (3.44) 
d a A a = (3.45) 
d«h = 0. (3.46) 

Ces equations se resolvent par l'emploi de transformees de Fourier, qui 
donnent les solutions comme superpositions d'ondes planes. Consi- 
derons done les equations sans source. Les equations ont done pour 
solution particuliere 

hfi = B Kfi exp(ik fl x' 1 ) (3.47) 
A a = UexpftrX*), (3.48) 

avec Wky, = et 

k a B afi = (3.49) 
k a B a = 0. (3.50) 

Elles correspondent a des ondes planes de frequence to = ^ et de 
vecteur d'onde k avec to = c\k\. Dans les deux cas 7 ces ondes se pro- 
pagent avec la vitesse de la lumiere c. Dans le cas de la matiere, ce sont 
des ondes gravitationnelles dont la theorie d'Einstein predit l'existence, 
comme la theorie de Maxwell avait predit les ondes electromagne- 
tiques. Dans le cas de l'electromagnetique, les ondes sont transverses 
a leur direction de propagation. II en est de meme pour les ondes gra- 
vitationnelles comme nous allons le voir. 



En electromagnetisme, on a encore la liber te de jauge 

A a -> A K + d ttX , (3.51) 

si \3% = 0, les equations de l'electromagnetisme sont encore satisfaites. 
On peut done fixer la jauge en prenant Bo = 0, et done kB = 0. Car si 
Bo 7^ 0, on peut prendre 

A a = (B„ - ^B ) exp(tk^), (3.52) 

et il n'y a que deux parametres independants, B\ et B2 par exemple, si 
k = ±^(0,0,1). 
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Dans le cas gravitationnel, le changement de jauge 

h^p — > h^p + d a Tp + dpT a - n a pd 7 T 7 (3.53) 

laisse les equations (3.41-3.43) invariantes si Dt« = 0. Nous prendrons 
done la jauge transverse de trace nulle (TT), donnee par 

B a0 = et B* = 0, fc a B a/3 = 0, Kp = Kp- (3.54) 

Ceci est toujours possibles, car si on prend 

r a = yexp^V), (3.55) 

B a p -» B' ajS = B ajS + + <y< a - J/^^D, et en prenant D = h^c 7 = \B*, 
et 

c = 2^(D - B 00 ), Ci = --{B l0 + c ki). (3.56) 
B' satisfait la condition et k a B a p = k a B' x p. On a done, dans cette jauge, 
B 00 = B ffl = 0, £b„ = 0, £^' = 0. (3.57) 

i i 

Si on prend k = ko (0,0,1), il ne reste pour seuls elements non nuls 
que deux parametres 

B12 = B21, Bn = — B22. (3.58) 

Examinons maintenant l'effet de cette metrique sur une particule 
test 

K p = ReB a|6 exp(ifc F x^) / (3.59) 

on voit que 

1 r -, 

= --t] u Im^exp(z7c f( x ? ') [fc 7 B a/3 + kpB^ - k a B^ , (3.60) 
done Tq = et, de plus, goo = 1/ done 

= cSpo (3-61) 
est une solution de l'equation des geodesiques et 

dxP dx 7 j 

= c 2 , (3.62) 



dx dr 

done une particule initialement au repos le reste, dans ce repere 



3.5. Ondes gravitationnelles 
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(a) 





ic) 



Fig. 3.1: (a) Un nuage de particules, disposees circulairement, 
avant qu'une onde gravitationnelle en mouvement selon l'axe z 
ne l'atteigne. (b) Distortion du nuage produit par une onde de 
polarisation +. Les deux schemas representent la meme onde, 
mais avec un dephasage de 180°. Les particules sont disposees 
selon les distances qui les separent. (c) comme (b), mais avec la 
polarisation x . 



Considerons maintenant le cas de deux particules tests, A et B, au 
repos et tres voisines. Soient Sx 1 les coordonnees du vecteur qui les 
joint. Leur distance d sera donnee au plus bas ordre par 

d 1 = -gijSxVxi = {Sij - hifjSxVx' = £(V) 2 > (3-63) 



avec e l = Sx 1 — TjhuSxJ au plus bas ordre en h. 

Comme dans l'espace euclidien, e mesure leur separation. On voit 
que celle-ci va varier periodiquement en presence d'une onde gravita- 
tionnelle. (Deviation geodesique ~ R%jg)- Si par exemple l'onde arrive 
dans la direction 3, de frequence co et 



h\\ = oc\ cos(o>(f — x 3 / c)) 

h\2 = 0t2COs((x>{t — X 3 1 c)) 



(3.64) 
(3.65) 



5x x 

Sx 2 
Sx 3 , 



2 



cos(o;(f- x 3 /c)) - 5 x 2 cos{w {t - x 3 fc)) (3.66) 



cos(o;(f-x 3 /c))J - °^-5x 1 cos{co{t-x 3 /c)) (3.67) 

(3.68) 



on voit clairement le caractere transverse de l'onde. Elle n'affecte le 
mouvement des particules que dans les directions perpendiculaires a 
sa direction de propagation. 



Comment detecter les ondes gravitationnelles ? On a vu que leur 
effet sur un nuage de particules test serait de varier la distance entre 
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celles-ci - analogue de l'effet de la maree. Si ces particules test n'etaient 
pas libres mais contraintes a etre les constituants d'un corps elastique, 
les ondes gravitationnelles feraient vibrer le corps. Si l'onde a une fre- 
quence qui entre en resonance avec la frequence de base du corps, 
alors la reponse serait amplifiee. L'effet est tres faible, de l'ordre 10 -2 . 

Bien qu'aucune onde gravitationnelle n'ait encore ete detectee sur 
Terre, trois experiences se poursuivent. Par contre, on a un evidence 
indirecte de leur existence dans certains pulsars. Pour le comprendre, 
il faut examiner comment les ondes gravitationnelles sont generees. 

Commentaire. II peut paraitre etonnant que des particules au repos 
ne voient pas leur coordonnees changer quand une onde gravitation- 
nelle arrive, mais leur distance oui. La situation est analogue a celle 
d'une surface en caoutchouc sur laquelle on dessine une grille de co- 
ordonnees de distance elementaire a et que l'on etire ; les coordonnees 
ne changent pas, mais les distances reelles entre points de la grille oui. 

3.6 Generation d'ondes gravitationnelles 

L'equation d'Einstein linearisee avec sources, 



Supposons que la source soit faite de matiere localisee pres de l'ori- 
gine, et que les particules de la source ont une vitesse petite par rap- 
port a c. A une distance r = \x\ loin de la source, c'est-a-dire loin du 
plus grand deplacement des particules de la source, on peut approxi- 
mer la solution par 




(3.69) 



a pour solution (onde sortante) causale 




(3.70) 




(3.71) 



On a par ailleurs l'equation de conservation 



3%3 + 3% = 0. 



(3.72) 



Nous avons les identites suivantes 




3.6. Generation d'ondes gmvitationnelles 
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d'ou 



en utilisant la symetrie de Tu. On a egalement 

= | a fc (T *xV) = | (3 ,c T 0Jc )* ! V + | (To^ + V) 

= - y a°Too3cV + J (T 0i xi + TojX 1 ), (3.75) 



d'ou 



et done 



/ Ti > = l d ° I T °° xixi ' (3,76) 



2( r 

hij = J T 00 (x° - r,x)x i x>dx. (3.77) 

La vitesse des particules etant petite Too — pc 2 r on obtient finalement 



hij = -^p^o J p( x ° - r,x)x'x>d 3 i 



(3.78) 



On voit done que la metrique, done le potentiel gravifique, est essen- 
tiellement donne par les seconds moments de la distribution de masse 
p. Les ondes gravitationnelles sont de nature essentiellement quadri- 
polaires - par contraste, les ondes electromagnetiques sont dipolaires. 

Illustrons ceci par un modele tres simple d'etoile binaire. Supposons 
que la source soit faite de deux etoiles de masse M effectuant un mou- 
vement circulaire de rayon R autour de leur centre de masse, dans le 
plan (1,2), de frequence to, 

p(x°,x)= £ Md(x-x tr (x°)) / (3.79) 
tr=±l 

avec x a = o~R(cos cot, sin cut, 0). Alors 

4G(2MK 2 ) . , , , N 
h n = -h 22 = — ^-4- — - cos(2o;(f - r/c)) (3.80) 

h u = h 21 = 4G ( 2 ^ R2 ) sin ( 2 co(t - r/c)) (3.81) 
h 3 = 0. (3.82) 

Ceci represente une onde gravitationnelle de frequence 2co polarisee 
circulairement sur l'axe 3 ou r ~ x 3 et que l'on peut voir comme une 
onde plane. 
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Un calcul qui requiert l'etude des termes d'ordre ft^a montre qu'en 
fait les etoiles perdront de l'energie en emettant des ondes gravitation- 
nelles, de maniere analogue a la perte d'energie d'un electron classique 
tournant autour d'un proton par radiation. La vitesse a laquelle cette 
energie E est perdue est donnee par 

§ = ^P(2MRW. P.83) 

Traitons maintenant le systeme d'etoiles binaires par la theorie de 
Newton. L'energie dans le centre de masse est donnee par 

E = - (3.84) 



La loi de Kepler donne 

R 

done 



2 R 



(-) 2MG 



1 M 2 G 
~2~ 



1/3 



2 1 1/3 ' 

j^) 2MG 



(3.85) 



(3.86) 



Si E = E(t), par radiation, T = T(t) et utilisant (3.83) dans (3.86), on 
trouve 

ou en nombres 



dT - 2A w -u( M lheure \ 5/3 

dt \ M solaire T J 



(3.88) 



Un pulsar binaire est tel que M/M^x^ ~ 1.4, de meme que son 
compagnon que Ton ne voit pas. La decroissance predite de la periode 
est de l'ordre de 10^<s par annee - l'orbite n'est pas vraiment circulaire. 
Apres plusieurs annees, en 1989, on a mesure 

— = (-2.422 ± 0.006) • 10" 12 , (3.89) 

qui correspond a un accord jusqu'a present de 1 / 3% avec la relativite 
generale. Le calcul detaille requiert la solution du probleme a deux 
corps en relativite generale. II necessite un calcul a l'order (f ) 5 . La 
figure 3.2 illustre le remarquable accord de l'experience avec la theorie. 
L' article de Straumann donne plus de details sur ces systemes. 



3.7. La solution de Schwarzschild 
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Fig. 3.2: Detections des effets de la radiation gravitationnelle dans un pulsar binaire. 
Le pulsar binaire PSR B1913+16 est une paire d'etoiles a neutrons en orbite mutuelle 
l'une autour de l'autre. L' emission de radiation gravitationnelle reduit la periode orbi- 
tale. Une mesure de cette reduction est revolution temporelle du temps auquel a lieu 
le periastre (c'est-a-dire le point le plus proche entre un pulsar et son compagnon). La 
figure montre la valeur cumulee de ce decalage tel mesure par J.Taylor et J.Weisberg 
au telescope Arecibo a Puerto Rico au cours de plusieurs decennies. Les points sont les 
mesures ; la ligne est le decalage predit par la relativite generale comme consequence 
de remission d'onde gravitationnelles. La correspondance est tres bonne. L'effet des 
ondes gravitationnelles a done ete detecte dans l'univers, bien qu'il n'ait pas encore 
ete detecte sur Terre. 



3.7 La solution de Schwarzschild 

Nous voulons resoudre l'equation d'Einstein dans le vide. II existe 
plusieurs solutions exactes de ce probleme, la plus importante etant 
celle de Schwarzschild et (1916). Elle devrait decrire la metrique a l'ex- 
terieur d'une etoile. II est done naturel de chercher une solution a sy- 
metrie spherique. II devrait done y avoir un systeme de coordonnees 
(t',r',9,<p) tel que, restreinte a x'° = cte et r' = cte, la metrique soit 
proportionnelle a d9 2 + sin 2 9dq> 2 , avec 9 G [0, 7t] et cp G [0,27r]. Nous 
cherchons done une metrique de la forme 



ds 2 = A'(dt') 2 + IB'dt'dr' + C'(dr') 2 + D'{d9 2 + sin 2 9dq> 2 ), (3.90) 
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A', B' , C, et D' etant des fonctions de {t',r') settlement. Nous allons 
d'abord simplifier cette metrique par des changements de variables. 
Comme on doit avoir D' < on peut poser 



r = s J-D'{t',r'), (3.91) 

d'inverse r' = r'(t',r). Alors 

ds 2 = A{dt'f + IBdt'dr + Cdr 2 - r 2 (d6 2 + sin 2 9dcp 2 ), (3.92) 

avec A, B, et C des fonctions de (t' ,r). Par ailleurs, il existe une nou- 
velle variable t = t(t' ,r) et un facteur integrant I(t',r) tels que 

dt = I(Adt + Bdr), (3.93) 

qui rendent la metrique diagonale 

ds 2 = g dt 2 + g r dr 2 - r 2 (d6 2 + sin 2 6d(p 2 ). (3.94) 

II faut calculer R^ pour une metrique diagonale 

ds 2 = J^g a (dx K ) 2 . (3.95) 

a 

Nous utilisons une formule plus simple pour le tenseur de Ricci 

**p = Km = W% - 9 A + Y IA ~ r M r «V ( 3 - % ) 

mais 

1%, = ^d a g, (3.97) 

ou g = detg K p. En effet, 

mais si g est la matrice d'elements g a p, 

d a Tr In g = Tr fT% a = g» v d agflv , (3.99) 
Trlng = lng. Un long calcul donne 
1 r i 1 

R *£ = 2^/3 |P« + Pf$ ~ P\ + 4 ( d f$p) ( d *Pf$) 

11 1 

7 

, V £ &l \(d 7 pj (a 7 p 7 _ Ia 7j0 ) _ ^ Pa \ , (3.ioo) 



2 ygy 



ou p a = lng a , et p = Yjh Pa- II n e faut pas s'inquieter du fait que g a peut 
etre negatif, car 
du signe de g a . 



etre negatif, car il apparait toujours dpp a = qui est independant 
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L'equation d'Einstein est R a p = jg K 5 K ^, done 

a 6« z a 



(3.101) 



A 4 dimensions, on a alors R = 0, et done l'equation d'Einstein devient 
dans le cas d'une metrique diagonale K a ^ = 0, done R — 0. Applique 
a notre metrique, le resultat donne pour R^ 



Rn 



R<pr = Rq 



R-er — Reo 



0, 



R Qr = -d p r , 

r 



et done puisque dop r = 0, 

Rrr - 



Roo 

Rcpcp 

Rm 



- - \ {drpof + \ (d r p r )dr (po + In r 4 ) 

[d r (p r -p - lnr 4 ) (d rP0 ) ~ 2d 2 r p 
sin 2 6Rqq 



1 + 



gr 



1 - 2 dr (Pr — l°o) 



Inserons 



dans l'expression de R rr 



(3.102) 
(3.103) 

(3.104) 
(3.105) 
(3.106) 
(3.107) 

(3.108) 



R 



- -d r (p +p r ) = 0. 



Alors 



et 



d r 



flit 



r 

r + — 



0, 



-1 + -. 

r 



(3.109) 
(3.110) 
(3.111) 



(3.108) est alors automatiquement satisfaite car elle s'ecrit, en utilisant 

(3.109) , 



d_ 

dr 



In(^ln^) -ln^ + lnr 2 



0. 



Nous pouvons introduire une nouvelle variable x° par 

dx° = \/a(t)dt, 



(3.112) 



(3.113) 
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de sorte que la metrique de Schwarzschild devienne 

(3.114) 

-(l-^) dr 2 -r 2 (d6 2 +sm 2 e(d <P ) 2 ) 



Nous avons prouve un theoreme de Birkhoff : une metrique de syme- 
trie spherique solution de l'equation d'Einstein 

- |g aj s = 0, (3.115) 

est stationnaire et statique (pas d'onde gravitationnelle emise). 
Expliquons les termes. 

• Stationnaire. II existe un systeme de coordonnees ou le temps (x° 
sir > r s ) n'apparait pas explicitement dans g^p. 

• Statique. Invariante par renversement du temps x° —> —x°. Pas 
de terme mixte dx°dx'. 

Statique est plus fort que stationnaire. Par exemple, pour un faible 
champ electrique sur un metal, l'etat stationnaire ne correspond pas a 
l'etat d'equilibre (statique). 

Le resultat est surprenant. Meme si l'etoile voit son rayon ou sa 
densite varier avec le temps, a l'exterieur le potentiel gravifique est 
statique. II n'existe pas d'analogue en theorie newtonienne, ou (p = 
— GM(t)/r a l'exterieur. Notons que si r — > oo (loin de l'etoile), la 
metrique tend vers la metrique plate de Minkowski. 

Que vaut r s ? Dans la limite newtonienne, on a vu que la metrique 
avait 

(dx°) 2 {l + ^-), (3.116) 

ou (p est le potentiel gravifique. On a le theoreme de Newton. Si p 
est de symetrie spherique et de support compact, a l'exterieur de son 
support Acj) = AnGp est donne par cp = —GM/r, avec 

M = J p(r)d 3 r (3.117) 

la masse totale. Nous prendrons done 

2GM 



(3.118) 

c 1 



qui est le rayon de Schwarzschild. 



3.8. Geodesiques dans la metrique de Schivarzschild 
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Systeme 


Masse [kg] 


Rayon r [m] 


r s [m] 


r s /r 


Noyau atomique 


10 -26 


lCT 15 


10 -53 


1Q -38 


Homme 


10 2 


1 


W -25 


10 -25 


Terre 


6 ■ 10 24 


6- 10 6 


9- 1(T 3 


io- 9 


Soleil 


2 ■ 10 30 


7- 10 8 


3- 10 3 


4 ■ 10" 6 


Naine blanche 


2 • 10 30 


10 7 


3- 10 3 


3 ■ ltr 4 


Etoile a neutrons 


2 • 10 30 


10 4 


3- 10 3 


3-10" 1 


Galaxie 


10 41 


10 21 


10 14 


1CT 7 



Tab. 3.1: Rayon de Schwarzschild r s de quelques systemes physiques connus. 



Coordonnees isotropes : un changement de variables r — > p,r > r Sl 



transforme la metrique en 



ds 2 



I _ Lln 2 
1 V 



(dx°) 2 -(l + ^)V 



(3.119) 



(3.120) 



qui permet de retrouver de maniere plus intuitive la metrique newto- 
nienne. 

A l'evidence r s fixe l'echelle de la metrique et il y a un probleme 
lorsque r = ou r = r s . Le tableau 3.1 montre les valeurs de 'f pour 
differents systemes. On voit que R est tel que y < 1 pour la plupart 
des distances habituelles. 

3.8 Geodesiques dans la metrique 
de Schwarzschild 



Pour une metrique diagonale, on a 

l r. 



-pa 



6p«d 7 lng a + Symdp lng a 



done dans notre cas 



x° + x°r^-]ng = 
dr 



cp + cp 
9 + 9r 



d o ■ d t 
f—lnr 1 + 6— ]nsm z 9 
dr d6 



d 2 
— lnr 

dr 



lid i _ 



(3.121) 

(3.122) 
(3.123) 

(3.124) 
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II 1 1 









1 1 1 



10 20 30 



Fig. 3.3: Le potentiel effectif du mouvement radial dans les cas 
relativiste et newtonien. 



Les relations (3.122) et (3.123) donnent les lois de conservation 

a = x°g (3.125) 
/ = <pr 2 sin 2 6. (3.126) 

Multipliant (3.124) par r 4 et utilisant (3.123), on trouve une troisieme 
constante du mouvement 

L 2 = (r 2 6) 2 + ^ T - (3.127) 
sin 6 

ou I represente le moment angulaire selon l'axe z et L 2 la longueur du 
moment angulaire total. Ces constantes du mouvement montrent que 
le mouvement a lieu dans le plan d'equation 



VL 2 - / 2 sin0 cos (<p- cp ) -Zcosfl = 0. (3.128) 

L'analogie avec la situation newtonienne est frappante. L'equation ana- 
logue a la conservation de l'energie est 



a 



2 



1 .2 L 2 



8= r z - -=-, (3.129) 

avec 

go = l-~. (3-130) 

8 = 1 pour une particule test de masse non nulle, r = -=fe . 8 = pour 
un rayon lumineux f = 4t, avec A le parametre affine. 



Recrivons (3.129) sous la forme 

r 2 + V s (r) =E S , 



(3.131) 
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Fig. 3.4: Forme d'une orbite liee autour d'une etoile circulaire. Dans la figure est re- 
present le plan orbital d'une orbite liee dont le mouvement radial est du type corres- 
pondant au deuxieme cas de la figure 3.5. La planete evolue entre un rayon minimal 
r\ et un rayon maximal rj- Contrairement a l'ellipse Keplerienne de la mecanique de 
Newton, l'orbite n'est pas fermee. En effet, la position angulaire de la distance mi- 
nimale est decalee a chaque retour par un angle appele precession du perihelie (Scpp Tec 
dans la figure). 



avec 

V^yjl + ^-Lll, (3.132) 
r r l r 3 

et Es = a 2 — S. Dans le cas newtonien, on avait, pour une particule test 
de masse m, avec dt = dr, 

—2 = r 2 - - + -22, 3.133 



mc^ r 



K 2 etant le moment angulaire au carre. La correction relativiste est 
done dans le terme Selon la valeur de E\, une particule soumis 
au potentiel effectif V\(r) va presenter des comportements distincts, 
comme illustre dans la figure 3.5. 
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Fig. 3.5: Quatre types d'orbites en geometrie de Schwarzschild. A gauche sont re- 
presents le potentiel effecrif V\ (r) (V e ff sur les figures) avec r / m en abscisse) pour 
differentes valeurs de £j. Les lignes horizontales indiquent les valeurs de B\. Les 
lignes verticales indiquent les points de rebroussement. Les points indiquent les po- 
sitions possibles des orbites circulaires. A droite sont representees les orbites corres- 
pondantes (graphe polaire (r, q>)). Le centre des graphes correspond a r < 2m. La 
premiere figure contient deux orbites circulaires, l'exterieure etant stable, l'interieure 
instable. La deuxieme figure contient un etat lie, c'est-a-dire que r_ < r < r+. La 
troisieme contient un etat de diffusion : la particule peut venir de l'infini et y etre 
renvoyee. La derniere figure peut venir de 1'infini et etre piegee par l'origine ; ce type 
d'orbite n'est pas possible dans un potentiel central en mecanique newtonienne 



3.9. Etat lie. Precession du perihelie des planetes. 
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3.9 Etat lie. Precession du perihelie des planetes. 

Examinons maintenant le cas d'une planete (5 = 1) dans un etat 
lie. Nous prendrons comme variable sans dimensions 

u = — , (3.134) 

et pour simplifier, nous considererons le mouvement dans le plan 6 = 
re / 2 (L = /) ; il s'effectuera entre les valeurs u_ < u < «_|_ : E\ = 
V\{u±). r{r) variera de maniere periodique avec une periode T entre 
son minimum et son maximum. L'equation 

f = ^ ( 3 - 135 ) 

donnera pour cp une solution periodique avec une autre periode V '. 
Le rapport T/T' ne sera pas rationnel, autrement dit le mouvement 
sera quasi-periodique et les trajectories ne seront plusfermees (un miracle 
du potentiel 1/r dans la theorie de Newton : l/r a , a = 1.002 donne- 
rait egalement un mouvement quasi-periodique). Lorsque la correction 
relativiste est petite, ce phenomene peut s'interpreter comme une pre- 
cession du perihelie de la planete newtonienne (voir figure 3.4). Acp est 
la variation du perihelie apres un tour. Pour calculer Acp, nous proce- 
dons de la maniere suivante. L'equation de la trajectoire s'obtient en 
divisant l'equation (3.131) par l'equation (3.135) pour cp 

p-V = r l(a 2 - 1) + iu -u 2 + u\ (3.136) 

que nous ecrivons sous la forme 

/d \ 2 

avec a > f> > y et a + /3 + 7 = 1. Nous sommes dans la situation 
u + = /3 > u > 7 = U-. Si la planete revenait sur elle-meme au bout 
d'un tour on aurait 2[<p(w_) — <p(u + )] = 2tt done 

rP du 
27T + A<p = 2/ ^ (3.138) 

A [( a - M)(/ 3- M )( M - 7 )] 1/2 



Soit 



In + Acp = ^ / — T7?/ (3.139) 

[l-|(/3 + 7)] 1/2j [(1-s2 )( 1-ks)] 1/2 
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avec 



k = 



< 1. 



(3.140) 



1-1(^ + 7) 



Mais 



iS = — < 1, 7 = — < 1 




(3.141) 



A«p = 2 7 r^ J 6 + T ) + 0( J 6 2 ) / 



(3.142) 



ce qui donne, en exprimant r m j n et r max a l'aide des caracteristiques 
Kepleriennes de l'ellipse ; a le demi-axe majeur, e l'excentricite 



L'effet est maximal pour une planete proche de l'etoile {a petit) et 
de grande excentricite. Dans le systeme solaire, Mercure 1 est dans ce 
cas, et on trouve A<p = 43" d'arc par siecle. Ceci ne represente qu'un 
dixieme de la precession (due aux autre planetes) ; voir figure 3.6. 

Cette precession avait ete mesuree par les astronomes du 19e siecle 
et demeurait inexpliquee. La theorie d'Einstein en fournit la premiere 
explication. Elle neglige le caractere non-spherique du soleil. Vers I960, 
on a essaye d'expliquer le resultat par cette non-sphericite du soleil. 
Aujourd'hui toutefois, le resultat d'Einstein n'est plus conteste. En 
effet, depuis les mesures tres precises faites sur le pulsar binaire de 
Hulse et Taylor qui donne une precession 4000 fois celle de Mercure, 
la theorie d'Einstein n'a plus de rival. 

3.10 Deflection et temps de retard de la lumiere 

Considerons maintenant le cas de la lumiere 5 = 0. Le parametre 
par rapport auxquelles les derivees sont prises est quelconque. Les 
equation sont (dans le plan 9 = n/2), 



6nMG 



(3.143) 





(3.144) 




(3.145) 



(3.146) 



Mercure. a = 57.9 ■ 10 9 m, e = 0.2051, 415 orbites par siecle. 
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The orbit of Mercury 



Fig. 3.6: L'orbite de Mercure. La contribution relativiste est pe- 
tite par rapport a la contribution newtonienne (due aux autres 
planetes). 



Considerons d'abord la situation suivante. Le rayon lumineux arrive 
de l'infini. II part d'une hauteur b en y = r sin q>, done cp = j si r 3> b. 
Comme f = —a, dans ce cas on voit que 



ba = I. 



(3.147) 



Si la lumiere se propageait en ligne droite, le photon irait a l'infini, 
formant Tangle n avec l'axe des x. La lumiere etant deflechie Tangle 
final sera n + A<p (voir figure 3.7). L'equation de la trajectoire etant - 
divisant (3.144) par (3.145) au carre, 

2 

' ,2 



}_dr_\ 
r 2 dep J 



1 



a — 



r 



La distance minimale ro sera donnee par 

, I 2 



a~ 



Choisissons done les unites ro- Si u = -f, l'equation devient 

^i] 2 = l-S-u 2 + Su 3 
dep 



(3.148) 



(3.149) 



(3.150) 




Fig. 3.7: Deflection de la lumiere par une masse. Le rayon lumi- 
neux part d'une hauteur b, est deflechie par la masse, et apres 
passage formera un angle n + A<p avec l'horizontale. 



si 5 



on a 



r -r-. Comme 

'o 



7T + A(p = 2 



Jr a dr 



(3.151) 



7T + Acp = 2 



du 

o Vl - 5 - u 2 + Su 3 



du 



o VI - UsJ\ + w - <5(1 + u + w 2 ) 



mais 8 <§C 1, done 
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2" 



a/T 



(51 + M + U 21 

+ 2 1 + u 



0{5 2 ), 



(3.152) 



(3.153) 



d'ou = 25 + ©((J 2 ), mais (3.149) donne, combine avec (3.147), 



(3.154) 



d'ou 



A^j 



4MG 

c 2 b 



(3.155) 



Pour la lumiere rasant le soleil b est proche du rayon du soleil, et 
Acp = 1.7", ce qui a ete verifie lors d'eclipses (Eddington,. . .). Notons 
que si on avait traite la lumiere comme decrivant une particule de 
masse m = + , venant avec vitesse c de l'infini, on aurait trouve dans 
la theorie newtonienne une deflection, mais d'angle moitie du resultat 
de la relativite generale. 



On peut egalement obtenir ce resultat en traitant la lumiere comme 
une onde, decrite par les equations de Maxwell avec la metrique de 
Schwarzschild dans la limite de l'optique geometrique (courtes lon- 
gueurs d'onde). C'etait l'approche d'Einstein. 
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Fig. 3.8: Deflection de la lumiere d'une source radio 0116+08 
comme fonction du temps. La partie superieure de la figure 
represente revolution du soleil et la position relative des trois 
sources radio impliquees. La partie inferieure represente les 
donnees experimentales de la deflection des ondes radio. La 
ligne correspond aux predictions de la relativite generale. 



Une consequence de cette deflection est l'existence de lentilles gra- 
vitationnelles. La lumiere pouvant suivre plusieurs chemins pour par- 
venir a un observateur en passant pres d'une masse importante. D'ou 
l'existence de plusieurs images de la source de lumiere pour l'obser- 
vateur. C'est un outil important de l'astronomie moderne. 



Un autre effet de la relativite generale important est le temps de retard 
de la lumiere, dans une experience d'echo, proposee et effectuee par 
Shapiro. 

Soit une masse M centree en 0. Un emetteur a distance r\ de lui 
emet une onde radar qui est recue en f2 puis renvoyee en r\. II s'agit 
de calculer le temps At mis pour la lumiere pour effectuer ce parcours. 
Si t(r,r') represente le temps pour alter de r' a r. 



At = 2t(r 2 ,r )+2t(r 1/ r ), 



(3.156) 
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Yq etant la distance minimale a la masse centrale sur le trajet. Mais 
(3.146) et (3.144) combines donnent 



dt a 



(3.157) 



Utilisant a nouveau l'unite de longueur yq et l'equation (3.149) on a 



t( r > r o) 



rr/r 




L dx 









1/2 



-1 



. (3.158) 



Comme 8 <C 1, on calcule cette expression au plus bas ordre en £ 




(3.159) 



Le premier terme donne le resultat pour la lumiere se propageant 
en ligne droite. Le deuxieme donne la correction relativiste. Pratique- 
ment, le centre est le SoleiL l'emetteur la Terre, et le recepteur une 
planete (Mars, par exemple). r$ est proche du Soleil, done j- ^> 1, et la 
correction relativiste est essentiellement 



(At) 



4GM 



rel 



1 , 1 4r 2 r l 
1 + log — — 



(3.160) 



On a mesure la dependance de At en yq qui varie avec le temps, 
puisque les planetes emettrices et receptrices bougent, et on obtient 
Af ma x,rei - 274/^s. (Voir figures 3.8 et 3.9). 

D'une maniere generale, les predictions de la relativite generale se 
decrivent de la maniere suivante. La metrique etant caracterisee par go 
et g r , 



So 



7)1 7 



1 i s 

1 + 7-/ 
r 



(3.161) 
(3.162) 



avec j6 = 7 = 1. Ces valeurs sont verifiees par l'ensemble des expe- 
riences a 2-3- 10~ 3 pres. 
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10 Nov. 6 20 25 30 5 Ok 10 
Dolt (1976) 



Fig. 3.9: Mesure du decalage temporel de lumiere, entrepris sur la mission Viking 
Mars. Un signal radar envoye de Terre est renvoye par Viking sur Mars, et la difference 
entre les temps de retour et d'emission est releve comme fonction du temps. La figure 
a gauche represente la configuration des planetes lors de l'experience. Proche de la 
conjonction superieure, le 26 novembre 1976, les signaux passaient pres du Soleil, et 
les effet relativistes on pu etre precisement mesures. Noter que les signaux n'ont pas 
ete bloque par le Soleil, de par le fait que les orbites de Mars et de la Terre ne se 
situent pas tout a fait dans le meme plan. La figure a droite represente le decalage 
en fonction du temps. Les mesures correspondent bien au previsions de la relativite 
generale. 



3.11 Deplacement vers le rouge gravitationnel 

Considerons la situation suivante. Un observateur au repos, situe 
en x\ envoie au temps t\, puis t\ + At\ un photon qui parvient a un 
autre observateur situe en X2, aux temps £2 et £2 + ^2, comme re- 
presente dans la figure 3.11. On veut determiner la relation entre les 
temps propres Ati et AT2 correspondant a Ati et At2- Supposons que 
la metrique soit statique 

ds 2 = g (x) (dx ) 2 - g ij {x)dx i dx', (3.163) 

alors 

c(t 2 -h)= d\J s ' y v - x l xK (3.164) 
J^o V So 

Cette grandeur ne depend que du chemin, qui va de x\ a X2, non de 
la parametrisation A que Ton pourrait choisir comme l'abscisse curvi- 
ligne de la courbe qui rejoint x\ ai2- Done 



c[t 2 + At 2 - (h + Ah)} = c(t 2 - h), 



(3.165) 



/ u 
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Fig. 3.10: Lentille gravitationnelle. La 
masse entre la source S et l'observateur 
O peut deflechir la lumiere, et ainsi pro- 
duire plusieurs chemins entre S et O. 
Le diagramme illustre comme l'observa- 
teur voit la lumiere comme provenant 
des sources virtuelles I1-I3. 



x\ X 2 X ' 

Fig. 3.11: Deplacement vers le rouge gra- 
vitationnel. Un observateur au repos en 
X\ envoie au temps t\ puis t\ + Ati un 
photon parvenant a un autre observateur 
en xi en et ii + Atj- 



d'ou Afi = At 2 . Mais 



done 



At 



Igo(xj) 



>(*)" 



(3.166) 



(3.167) 



Done une source de frequence oo\ en x\ est recue avec une frequence 
002 en X2 



CV2 = lO\\ 



' go(*i) 

go(*2)' 



(3.168) 



La metrique de Schwarzschild est statique ainsi que celle des champs 
faibles 



<X>2 = CO\, 



1 + Q 



V 



2<p 2 ■ 



(3.169) 



Si (pi > (p2, C02 < et on a un deplacement vers le rouge du signal 
recu. Au plus bas ordre, 



^2 _ , _ (pi - $2 



(3.170) 



Pour l'instant, e'est cette relation qui a ete testee. Pour certaines raies 
emises du Soleil, (<pi - (p 2 )/c 2 ~ 2 • 10~ 6 ou de l'etoile Sirius. En I960, 
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Pount et Rebka l'ont testee sur Terre, a Harvard, en comparant deux 
horloges atomiques au bas et en haut d'une tour, 

^^ = 4, h = 22.5 m (3.171) 

Depuis, on a mesure l'effet avec des ondes radio d'un satellite envoye 
vers Saturne. II faut toutefois remarquer qu'au plus bas ordre, on ne 
teste que le principe d'equivalence et non la relativite generale genera- 
lement, car Einstein avait predit l'effet sur cette base avant la relativite 
generale. Pour un photon dans la metrique de Schwarzschild, on a 




(3.172) 



Cette relation va etre utile dans ce qui suit. 



3.12 Geometrie de Tespace-temps 
de Schwarzschild. Trous noirs. 

La gravitation etant une force attractive, pour qu'une etoile reste 
en equilibre, il faut qu'une pression interne suffisante s'exerce. Son 
origine est diverse (reactions nucleaires, pression des electrons ou neu- 
trons due au principe de Pauli). La resolution de l'equation d'Einstein 
a l'interieur de l'etoile montre qu'une etoile a neutrons, etape ultime de 
revolution stellaire ne peut supporter une masse superieure a 7M so i e u, 
7 =2-4, son rayon etant de l'ordre de 10km, la densite au centre etant 
de l'ordre 10 15 g/cm 3 . Au-dela, l'etoile s'effondre et son rayon devient 
plus petit que le rayon de Schwarzschild et elle devient un trou noir. 

II nous faut done considerer la solution de Schwarzschild quand 
r < r s . A la surface de l'etoile, la pression est nulle et Ton peut done 
considerer qu'un observateur situe sur elle suit un mouvement geode- 
sique radial (<p = 0, a = 1 si on part de l'infini, avec f = 0). 

f 2 = — (3.173) 
r 

et done 

T-T = ^ 7 =(r 3 /2 -r 3 / 2 ). (3.174) 



II n'y a aucune singularity en r = r s . Partant de r = r s , r tend vers en 
un temps propre 2r s /3c ~ 10 -5 s. Par contre on peut montrer que le 
temps coordonnee diverge en r = r s . Ceci est naturel puisque le signe 
de go change quand r passe par la valeur r s 



(3.175) 
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de sorte que des que f = 1, r(r) atteint la valeur r(0) en un temps 
propre ^ (~ 10~ 5 s). r/r s est une singularite artificielle due au mau- 
vais choix de coordonnees. Ceci est suggere par le fait que les scalaires 

1 ?r 2 

R^ 7 sR afi7d = (3.176) 

et 

det£ = r 4 sin 2 0, (3.177) 

ne voient qu'une singularite r = et 9 = 0, n pour (3.176) et r = 0, 
8 = 0, n pour (3.177), de sorte que g a P est singulier. La singularite en 
6 — 0, n vient egalement d'un mauvais choix de coordonnees pour 
la sphere, facilement repare : il faut deux cartes au moins pour de- 
crire S 2 . Une carte (9, q>) ne suffit pas. Ceci suggere que dans notre cas 
egalement il faudra plusieurs cartes pour decrire l'espace-temps de 
Schwarzschild et trouver un bon systeme de coordonnees. La solution 
de ce probleme a ete apportee en 1960 par Kruskal et, independam- 
ment, Szekeres. 



Soient les coordonnees de Kruskal-Szekeres. 



r > r, : u = a 



v = a 



r < r s : u = a 1 



1] e^cosh^- 

\ 1/2 r0 
1] e r/2rs sinh — 

\ 1/2 r° 
//^sinh^- 
2n 



\ 1/2 x° 



(3.178) 
(3.179) 
(3.180) 
(3.181) 



avec a — ±1. Dans ces coordonnees, la metrique devient 



ds 2 = ^[ e ~r/2r s [ dv Z _ du 2^ _ r 2( d6 2 + sin 2 M(p 2^ 



(3.182) 



Ici, r est donne comme fonction de (u,v) par l'equation 



--1 W' T > =u 2 -v 2 . 



(3.183) 



On voit qu'il n'y a plus de singularite en r = r s , seulement en r — 0. 
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L'espace (v,u) est partage en quatre domaines par un cone d'equa- 
tion \v\ = \u\ 



I : 


r > r s , 


a = 


+1 


I' : 


r > r sr 


a = 


-1 


II : 


r < r sr 


a = 


+1 


IF : 


r < r sr 


a = 


-1, 



voir figures 3.13 et 3.14. Notant qu'un point de ce diagramme repre- 
sente une sphere S 2 . v est une coordonnee temporelle, (u,6,<p) sont 
des coordonnees spatiales. La droite u = v, correspondant a r s — r, 
x° = oo 7 s'appelle Yhorizon de Schwarzschild. 

II y a deux singularites correspondant a r = 0. Ce sont des surfaces 
de type espace donnees par les equations v 2 — u 2 = 1, et v > ou 
v < 0. Ce sont deux hyperboles. 

Ces coordonnees sont particulierement utiles pour decrire les geo- 
desiques nulles que suivent les rayons lumineux ({9, cp) fixes). 

ds 2 = & d(v ± u) = 0. (3.184) 

Ce sont done des droites formant un angle de 45° avec l'axe v. 

Localement, on a done une structure analogue a l'espace de Min- 
kowski a deux dimensions, avec un cone de lumiere. 

Un rayon lumineux partant dans la region II n'en sort pas. II va soit 
vers l'horizon, soit vers r = 0. La lumiere est piegee dans cette region. 
C'est un trou noir. Dans II', e'est le contraire. Les rayons sortent ; e'est 
un trou blanc. 

Une particule test, dans I, a une ligne d'univers a l'interieur des 
cones, elle aussi est done forcement conduite vers la singularite si elle 
s'approche de r = r s . Supposons qu'elle represente la surface d'une 
etoile qui s'effondre. Un observateur envoie des rayons lumineux a un 
second observateur immobile en r = r$ > r s , qui se trouve sur une 
hyperbole. 

La figure 3.15 montre tres bien que le signal lumineux envoye de 
l'etoile mettra toujours plus de temps a parvenir a l'observateur exte- 
rieur, la frequence co recue sera toujours plus deplacee vers le rouge, 
done l'energie des photons recus sera toujours plus faible (voir (3.172)). 

Autrement dit, quand l'etoile s'effondre, les signaux lumineux de- 
viennent toujours plus faibles en intensite et sont recus avec toujours 
plus de retard, jusqu'a ce que l'observateur sur l'etoile disparaisse de 
l'horizon, pour etre dans un trou noir dont aucun rayon ne sort. 

Tout ceci peut etre decrit en ne considerant que les regions I et II. 

Qu'en est-il de tout l'espace-temps forme des regions I' et IF egale- 
ment? Theoriquement au moins, on peut discuter cette extension de 
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l'espace-temps de Schwarzschild due a Kruskal (voir figure 3.12). II y 
a deux espaces asymptotiquement plats I et F. On peut passer de l'un 
a l'autre en se deplacant sur une surface v = cte qui est une droite pas- 
sant par l'origine dans le plan (u,v). Si Ton fixe 6 = n/2, une surface 
de metrique 



peut se representer en trois dimensions par un paraboloide de revolu- 
tion a deux nappes (les deux espaces asymptotiquement plats). 

En partant de la nappe superieure (I), r diminue et Ton descend 
dans la gorge pour ressortir dans la nappe inferieure (F). En fait, quand 
le temps varie, la gorge se resserre, et on n'arrivera pas a passer sur 
l'autre nappe. D'oii la conclusion que Ton peut se restreindre "prati- 
quement" aux regions I et II. 

On pense avoir trouve des trous noirs dans les etoiles binaires qui 
emettent des rayons X, et dans le centre des galaxies, en particulier la 
notre (M ~ 3 • 10 6 M so i e ii), en observant le mouvement des etoiles pres 
du trou noir. 

Remarque. Laplace (1798) avait predit sur la base d'un argument 
classique l'existence de trous noirs. 

Soit une particule de masse m soumise a un champ gravitationnel 
du a une etoile de masse M. L'energie est donnee par 



Si la particule s'echappe a l'infini avec une vitesse nulle, son energie 
E = a la surface de l'etoile de rayon r*, sa vitesse sera done Vq = 
2MG /r*. Si cette particule est un photon de vitesse c et que c < Vq, la 
particule ne s'echappe pas. Done la lumiere ne sort pas si r* < r s . 




(3.185) 




MGm 



(3.186) 



r 
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Fig. 3.12: L'extension de Kruskal a la geo- Fig. 3.13: Diagramme de Kruskal. 

metrie de Schwarzschild. 



v IV 




Fig. 3.14: Diagrammes de Kruskal. Les diagrammes sont des coupes bidimension- 
nelles de la geometrie de Schwarzschild definie par les coordonnees (u, v) de Kruskal- 
Szekeres. A gauche ; les courbes de niveaux pour differentes valeurs des coordonnees 
de Schwarzschild r (hyberboles) et t (droites). 
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Fig. 3.15: Effondrement d'une etoile de rayon initial R, = 10M, dans les coordonnees 
de (a) Schwarzschild, et (b) Kruskal-Szekeres. La region de l'espace-temps a l'interieur 
de l'etoile est grisee. 



Annexe A 

Complement mathematique 



Tenseurs 

Soit E un espace vectoriel de dimension n, et E* son dual (c'est-a- 
dire, l'ensemble des formes lineaires sur E). Pour x G E et x* G E* , 
x*(x) est tel que 

x*(a 1 x 1 + a 2 x 2 ) = a 1 x*(x 1 ) + a 2 x*(x 2 ). (A.l) 

Soit {e,} une base de E, alors x G E s'ecrit x'ej. Soit une base de 
E* , alors x* G £* s'ecrit = x*e'. On a 

x* (x) = x l x* (et) = x'x-V'OO = x { x\, (A.2) 
ayant definit ei(ei) = b\. On dit que x est un vecteur et x* un covecteur. 

Soit maintenant 

E (r ' s) = £8) (8>£ ® r0. . .0E* . (A.3) 

r fois s fois 

On appelle tenseur (r,s) (r fois contravariant, s fois covariant) une 
forme multilineaire sur E^ r,s \ autrement dit, une fonction 

T(x{l),...,x(r),x*(l),...,x*(s)), (A.4) 

des vecteurs {x(n)} et covecteurs {x*(m)} lineaires dans chacun de 
ses arguments. 

Le tenseur est determine par ses composantes dans les bases choi- 
sies 

r£t = T(e h ,...,e is ,eh (A.5) 
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Pour un changement de base e, = b\ e-, et e 1 = a-,e' , on voit que 

Kt=i---^--- b t T ti- (A - 6) 

Puisque e^(e ; ) = S\, on a affi = b\, les matrices a et b sont inverses. 

Cas E = E* = R 4 . En prenant les bases des coordonnees e l = dx 1 et 

gj = |r/ on a 

Si T depend de x, on obtient un champ de tenseurs, qui se transforme 
selon 

ttw = n^n|^:jM.')). (A.8, 

m=l p=l 

Cette relation de transformation est une definition alternative d'un 
tenseur (r,s). 



Operations sur les tenseurs 

1. Produit de deux tenseurs (r,s) et (m,n) — » tenseur (r + m,s + w) 
dont les composantes sont donnees par 

tM:;i::- < A - 9 > 

2. Contraction des indices. Operation qui a partir d'un tenseur (r, s), 
cree un tenseur (r — 1, s — 1) de coordonnees 

Ttii (A.10) 

(on somme sur z). 



Dans le cas de la relativite, E = R 4 . On note les indices par des 
lettres grecques a = 0,1, 2, 3, ou par des lettre latines i = 1,2,3 si Ton 
ne considere que les composantes spatiales. 



Utilite en physique. Si on a une equation reliant des tenseurs, la 
forme de l'equation ne depend pas des coordonnees choisies. Si on a, 
par exemple, 

A h . Jr (x)F^(x) = B h ... js (x), (AM) 
dans un autre systeme de coordonnees, on aura 

A' A _ Jlr (x(x'))Ff:l(x(x')) = B' fr „ fs (x(x')), (A.12) 

(a verifier). Les equations sont alors dites covariantes. 
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Nous considerons des espaces munis d'une metrique, soit d'un ten- 
seur (0, 2) de composantes 

gij(x) = gji(x) t (A.13) 

et tel que detg(x) ^ Vx. Ce tenseur per met de relier E et E*, ou 
plus generalement tenseur covariants et contravariants, en remontant 
ou descendant les indices. 

Soit le tenseur (2, 0) inverse de g, de composantes gV, telles que 
g lk gkj — S 1 :. Si on prend, par exemple, le tenseur (1,2) F? 1 ,, on peut 
definir les nouveaux tenseurs 

F hhh = g k lhg k 2 j 2F h^ f ^ Q)/ (A 14) 

h lhi2 =g hh 4 h , (0,3). (A.15) 

Formes 

Une p-forme est un tenseur covariant (0, p) completement antisy- 
metrique (wn(h)...n{i p ) = {~^) Ulv h...i p ) s'ecrivant, dans une base {dx'}, 

1 

w = —Wi v „ ip dx l1 A ... A dx 1 ' 1 (A.16) 
L'ensemble des p-formes est note A p . 

Produit exterieur. Soit a G A? et b G A"?. Alors a Ab <E A? +C l, est 
defini par 

i 

flAfc = — — -fl ai a dx* 1 A...Adx a >' Adx^ 1 A...AdxPi, (A.17) 

p!^! ' 

avec les proprietes 

1. Associativite : a A (b A c) = {a Ab) A c. 

2. Linearite : («ifli + 0.2^2) Ab = dl\U\ A b + ^2^2 A & 

3. « Ab = (-l)WfcAa 

Derivee exterieure. Derivee exterieure d : A p — > A p+1 , definie par 
1 

da = — 3 afl adx* A dx ai A . . . A dx x >' . (A.18) 
p! p 

Si a; G A (scalaire), alors dzv correspond au gradient. Si a G A 1 , alors 
da correspond au rotationnel. 
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Proprieties : 

d(aAb) = da Ab + (-l) p a Adb, (A.19) 
d 2 a = 0. (A.20) 

qui generalise rot V(p = 0. 

Theoreme de Stokes. Soit a G A p et V un domaine de R p+1 . Alors 

da = [ a, (A.21) 

V JdV 

avec dV le bord de V. Dans cette formule, il faut voir dx 1 A ... A dx? 
comme un element de volume habituel. 
Ex : Soit a = aidx 1 . 

da = Y^ididj - djai)dx' A dxK (A.22) 
(rot a) k eij k 

Ainsi 

/ rot ada = / ads. (A.23) 

JV JdV 

Dualite, l'operation * de Hodge. Soit g a p une metrique g = detg K p. 
* : A? -> A"-P, telle que 

* W = A • • • A ( A - 24 ) 

avec 

^-^=g^...g a vh Whh> (A.25) 

et £!...„ = 1, e n (i)...n(n) = (-l) n ^i...n/ e« a ...« H = si deux indices coin- 
cident. 



Annexe B 

Exercices 



Serie 1 

Exercice 1 - Transformation de Lorentz 

Montrer que les seules transformations x i— > x'(x) non singulieres 
(c'est-a-dire pour lesquelles la matrice { } est inversible) de R 4 qui 
laissent la metrique ds 2 = t]u V dx^dx v invariante sont celles de Lorentz- 
Poincare. 

Rap-pel: 

Les transformations de Lorentz sont definies par (A, a) 
x i— » x'(x), ou x'V = A il v x v + af, avec A defini par r\ 
a G R 4 . 

Exercice 2 - Vecteur temporel 

Soit un vecteur de type temporel ((v,v) = rj }iV v^ l v v > 0). Montrer qu'il 
existe une transformation de Lorentz L telle que = y/ (v, v) S^o. 

Serie 2 

Exercice 3 - Temps propre 

Une horloge atomique est embarquee sur un avion a grande vitesse. 
Celui-ci effectue une rotation autour de la Terre, au niveau de l'equa- 
teur. Apres avoir effectue un tour complet, on compare la montre a 
une montre de "reference" restee au sol. 

Determiner l'ecart de temps observe, en distinguant le cas ou l'avion 



: R 4 -> R 4 , 
= A T ?]A et 
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vole en direction de Test de celui ou il vole en direction de l'ouest. De- 
velopper au premier ordre en ~, ou v represente une vitesse. Discuter 
la validite de cette approximation. 

Faire l'etude dans le cadre de la relativite restreinte (negliger les ef- 
fets de la gravite). 

Indication: 

Les horloges indiquent leur temps propre. 

Application numerique: 

Hauteur de vol : 9 km 

Vitesse relative de l'avion (par rapport a la Terre) : 250 m • s _1 

Rayon de la Terre : 6738 km 

Vitesse de la lumiere : 3 • 10 8 m • s _1 

Exercice 4 - h est un scalaire 

Soit un photon (masse m = 0). Supposons que son energie soit re- 
liee a sa frequence par une relation lineaire : E = hco. Montrer que la 
constante h (constante de Planck) est un scalaire, c'est-a-dire qu'elle ne 
depend pas du referentiel inertiel dans lequel on la mesure. 

Indication: 

Utiliser l'effet Doppler. 
Exercice 5 - Effet Doppler 

A quelle vitesse faut-il rouler pour qu'un feu rouge apparaisse vert ? 
Indication: 

Les longueurs d'onde associees aux couleurs rouge et verte sont 
^rouge ~ 7 • 10~ 5 cm et A vert ~ 5 • 10~ 5 cm respectivement. 

Serie 3 

Exercice 6 - Transformation de E et H 

Soient E }tv les composantes du tenseur electromagnetique F, qui 
contient les champs E et H. II est totalement antisymetrique, defini 
par 



Serie 4 



89 



ou eiji est totalement antisymetrique, avec £123 = 1. 

Soient F', v , les composantes de F dans un referentiel TZ' de vitesse 

dans la direction 1 par rapport a TZ. Elles sont reliees a Fuv par 

f; v = (A-')/(A-\% v 
ou A est un boost dans la direction 1 : 

(A-V = cosh( 7 )[VV + <V<V] 

1. Comment se transforment les champs electrique et magnetique? 

2. Un champ magnetique nul dans le referentiel TZ est non nul dans 
le referentiel TZ'. Interpreter ce resultat. 

3. Donner la loi de transformation de ces champs au plus bas ordre 
enf. 



Exercice 7 - Invariants 

Soit F(E, H) le tenseur electromagnetique defini a l'exercice precedent. 

1. Exprimer le scalaire ^F fiU F t ' v en fonction de E et H. 

2. Montrer que *F(E,H) =F(-H,E). 

3. Exprimer \F^F*^ V en fonction de E et H, ou F*'"' sont les compo- 
santes du tenseur *F. Voir que cette grandeur est un scalaire pour 
les transformations de Lorentz orthochrones propres A (pour les- 
quelles det A = +1). 



Serie 4 

Exercice 8 - Transformations de Lorentz pures (boosts) 

Soit une transformation lineaire A(v) : R 4 —> IR 4 , x 1— * x'{x), telle que 
x'f = A(vf v x v , et v G R 3 . 

Les composantes de A{v) sont definies par (on ecrit A a ^ = A a p) 

v' 1 
A 00 = 7(»> A 0! - = A i0 = <y(v)— , j(v) 



et 

A i] = A ji = S i j + ^-( 1 (v)-l) 
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1. Montrer que A(v) est une transformation de Lorentz, c'est-a-dire 
qu'elle verifie A T (v)nA(v) = n. 

2. Calculer x'(x) au plus bas ordre en i = 1,2,3. Deduire de ce 
resultat la nature de cette transformation de Lorentz. 

3. Montrer qu'il s'agit d'un boost de vitesse v. 
Indication: 

Recrire la transformation de Lorentz ainsi : A(v) = R^BR, ou 
R est une rotation qui amene v sur e\, et B est un boost dans la 
direction e\. 



Exercice 9 - Propriete de Tuv 

Soit le tenseur energie-impulsion du champ electromagnetique defini 
par 



T K p = —F a7 F 7 + -rj^^F^F 1 ' 



V 



1. Montrer que pour tout vecteur u temporel (c'est-a-dire un vec- 
teur tel que u }l u^ > 0) on a 

Tjf u*V > 0. 

2. Interpreter cette grandeur. 

3. Soit le tenseur energie-impulsion du fluide parfait 

Etablir un resultat similaire. 

Indication: 

Trouver un changement de referentiel dans lequel T fiV u } 'u v s'exprime 

Tqq W tt 



Serie 5 

Exercice 10 - Hyperbolo'ide H 2 

Soit l'hyperboloide H 2 definie comme surface dans K 2,1 par H 2 = 
{x= (x 1 ,^ 2 ,^ 3 ) G K 3 | — (x 1 ) 2 — (x 2 ) 2 + (x 3 ) 2 = 1, x 3 > 0}. 

1. Ecrire une parametrisation de l'hyperboloide par analogie avec 
la parametrisation en coordonnees spheriques de la sphere S 2 . 

2. La metrique de R 2 ' 1 est (ds) 2 = (dx 1 ) 2 + (dx 2 ) 2 - (dx 3 ) 2 . Deter- 
miner la metrique induite sur H 2 . 



Serie 6 
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Soit S — (0, 0,-1) G R 3 . On definit h$ la projection stereographique de 
centre S de la maniere suivante : soit x G H 2 et d la droite passant par 
x et S. Alors y = h s (x) = dD 7Tq, ou ttq = { (x 1 ,* 2 ,* 3 ) G R 3 ]* 3 = 0}. 

3. Determiner cette nouvelle parametrisation en fonction de la pre- 
cedente. Determiner le domaine de R 2 dans lequel H 2 est envoye. 
Indication: 

Exprimer y en coordonnees polaires (r, <p). 

4. Determiner la metrique induite dans cette parametrisation. 

5. Montrer que la metrique induite est definie positive sur H 2 . 

Exercice 11 - Geodesiques 

Soit une variete a deux dimensions munie, relativement a une certaine 
carte, d'une metrique conforme, c'est-a-dire une metrique qui s'ecrit 
gij(x)dx l dxi = f(x)((dx 1 ) 2 + (dx 2 ) 2 y (Pour toute variete rieman- 
nienne a deux dimensions, on peut trouver localement une carte telle 
que la metrique soit conforme). 

Soit le lagrangien L(x,x) = \gij{x)x l x> = \f{x) ({x 1 ) 2 + (x 2 ) 2 ). 

1. Determiner les equations des geodesiques, c'est-a-dire les equa- 
tions des courbes x(t) sur la variete qui extremalisent Taction 

S[x] = J L(x(t),x(t))dt. 

2. Les equations des geodesiques s'ecrivent 

dV 2 T kjm 

dt 2 + y dt dt ' 

ou les r y sont les symboles de Christoffel. 
Determiner ces coefficients. 

3. Calculer ces coefficients a l'aide de la formule generale : 

l ' 2 g \ dx l dxi dx l J ' 
Comparer le resultat. 

Serie 6 

Exercice 12 - Metrique conforme - sphere S 2 , hyperbolo'ide H 2 

Considerer la variete de l'exercice precedent, c'est-a-dire la variete mu- 
nie, relativement a la carte consideree, d'une metrique conforme. 
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1. Considerer le cas ou f(x) = f(r), avec r = a/ {x 1 ) 2 + (x 2 ) 2 . Eta- 
blir l'equation des geodesiques dans ce cas. 

Indication: 

Identifier les constantes du mouvement. 

2. Considerer le cas ou f(r) = c ( 1+ 1 tr ,.2)2 / c es t une constante, et a = 
±1. 

(a) Le cas ou a = +1 correspond a la sphere S 2 munie de la me- 
trique induite de R 3 , avec comme carte la projection stereo- 
graphique. Determiner les geodesiques en resolvant l'equa- 
tion etablie au point 1. Peut-on interpreter ce resultat? 

Indication: 

Recrire la courbe dans les coordonnees spheriques. 

(b) Le cas ou a = — 1 correspond a l'hyperboloide H 2 muni de 
la metrique induite de l'espace de Minkowski R 2,1 . Quelle 
est l'allure des gedoesiques dans ce cas ? 

3. Considerer le demi-plan de Poincare, defini par {(x,y) G R 2 |y > 
0}, muni de la metrique conforme \ \dx 2 + dy 2 }. Determiner et 

resoudre l'equation des geodesiques dans ce cas. Dormer l'allure 
de ces geodesiques. 

Serie 7 

Exercice 13 - Courbure d'une variete a deux dimensions 

Considerer une variete riemannienne a deux dimensions. 

1. Montrer que le tenseur des courbures est entierement defini par 

Kl212- 

Indication: 

Identifier les symetries de R K p 7 s en les indices. 

2. Determiner les composantes du tenseur de Ricci R a p = R 7 a7 ^- 

3. Determiner la courbure scalaire R = g K PR a p- 

Considerer le cas d'une metrique conforme g a p = f{x)5 a a. 

4. Determiner la courbure scalaire dans ce cas. 

5. Supposons que cette courbure scalaire soit constante, c'est-a-dire 
independante de x. On aboutit alors a une equation pour /. Deter- 
miner cette equation. 

6. Considerer les trois exemples de la serie precedente : la sphere S 2 , 
l'hyperboloide H 2 , le demi-plan de Poincare. Calculer leur courbure 
scalaire. 
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Exercice 14 - Courbure du cylindre 

Considerer un cylindre plonge dans l'espace a trois dimensions, de- 
fini par {(x,y,z) G R 3 \x 2 + y 2 = 1}. Considerer les parametrisa- 
tions {(0,z)|x = cos 9,y = sin 0,z = z] (coordonnees cylindriques) 
et {(x,z)|x = x,y = yl — x 2 ,z = z}. La derniere parametrisation est 
valable pour y > e > 0. 

1. Determiner la metrique induite de IR 3 (relativement aux deux 
cartes). 

2. Calculer Run puis la courbure scalaire en utilisant le resultat de 
l'exercice precedent (relativement aux deux cartes). 

3. Ce resultat est-il surprenant ? 

Serie 8 

Exercice 15 - Deviation geodesique 

1. Considerer K 3 . Voir que les droites de vitesse 1 sont des geode- 
siques. Determiner la distance entre deux geodesiques de condi- 
tions initiales voisines en fonction du temps. 

2. Considerer la sphere S 2 . Les grands cercles sont des geodesiques. 
Se placer dans un systeme de coordonnees spheriques tel que la 
geodesique consideree se trouve sur un meridien (voir que cela 
est possible pour toute geodesique). Considerer une geodesique 
de condition initiale parallele a la premiere et calculer la distance 
entre ces deux geodesiques au cours du temps. 

Indication: 

Construire la deuxieme geodesique a partir de la premiere par 
une rotation. 

3. Considerer l'hyperboloide H 2 muni de la metrique induite de 
R 2,1 . Voir que la courbe (sinh(i),0 / cosh(t)) est une geodesique. 
Rappel: 

dans la projection stereographique les diametres sont des geode- 
siques. 

Considerer une geodesique de condition initiale parallele a la 
premiere et calculer la distance entre ces deux geodesiques au 
cours du temps. 
Indication: 

Voir que les transformations de Lorentz laissent la metrique inva- 
riante. Construire la deuxieme geodesique a partir de la premiere 
par une transformation de Lorentz. 
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Exercice 16 - Equation de deviation des geodesiques 

Considerer deux geodesiques x(t) et x(t) sur une variete, ayant des 
conditions initiales proches. Dans l'approximation lineaire revolution 
de l'ecart Sx(t) = x(t) — x(t) est donnee par 

Vl5x a + K a hS {x)xHx^x 5 = 0, 

ou R a ^ 5 (x) sont les composantes du tenseur des courbures de la va- 
riete. 

On appelle cette equation l'equation de la deviation geodesique. 

1. Ecrire cette equation dans le cas d'une variete a deux dimensions. 

2. Considerer que les deux geodesiques sont paralleles, done 
g a px a 5xP = 0. Ecrire l'equation de la deviation geodesique dans 
ce cas. 

3. La distance entre ces deux geodesiques est A = ^Jg^Sx^Sx^. 
Determiner l'equation d'evolution de A pour le cas ci-dessus. 
Indication: 

Se placer en coordonnees localement cartesiennes. En deduire un 
resultat valable pour n'importe quel choix de coordonnees. 

4. Considerer le cas ou la courbure est constante. Resoudre l'equa- 
tion pour A dans ce cas. Discuter le comportement en fonction 
du signe de la courbure. 

5. Dormer une interpretation physique a cette equation. 

Serie 9 

Exercice 17 - Deuxieme identite de Bianchi 

Considerer une variete riemannienne munie de la connection de Levi- 
Civita. 

1. Exprimer R K ^s{x) dans les coordonnees geodesiques au point x. 

2. Exprimer V £ R a p 7 s{ x ) dans ces coordonnees. 

3. Etablir la deuxieme identite de Bianchi en x : 

V e R ai 3 7i $(x) + V 7 R a/jl5e (x) + V sRccfi€ 7 (x) = 0. 

4. En deduire que cette identite est valable sur toute la variete consi- 
deree. 
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Demontrer ce resultat sans passer par les composantes (c'est-a-dire 
sans passer par une carte), soit 

(y x R)(Y,Z)V + (V Y R)(Z,X)V + (V Z R)(X,Y)V = 0, 

ou X, Y,Z, V £ #(M) sont des champs de vecteurs sur la variete M. 
Indication: 

Utiliser le fait que la torsion est nulle, la regie de Leibniz et l'identite 
de Jacobi. 

Serie 10 

Exercice 18 - Ondes gravitationnelles 

Considerer les equations d'Einstein dans le vide (de matiere et de 
champ electromagnetique, c'est-a-dire T^ v = 0) : 

1 

G flv = R ¥V - -g pv R = 0. 
Considerer une metrique de la forme 

(ds) 1 = (dtf - (dx 1 ) 2 -/ 2 ^ - x^idx 2 ) 2 -g 2 {t - x 1 )^) 2 , 

ou / et g sont des fonctions reelles. 

1. Effectuer le changement de variables 

(t, x 1 , x 2 , x 3 ) i ► (u, v, x 2 , x 3 ) = (t - x 1 , t + x 1 , x 2 , x 3 ) 

et exprimer la metrique dans ces coordonnees. 

2. Determiner les symboles de Riemann-Christoffel (identifier au- 
paravant les composantes nulles). 

3. Determiner le tenseur des courbures, le tenseur de Ricci et la 
courbure scalaire (identifier auparavant les composantes nulles). 

4. Etablir que les equations d'Einstein sont (il n'y a plus qu'une 
equation) 

f" g" 
/ 8 

5. Dormer une interpretation physique a ces solutions. 

f" 

6. Poser y- = k > 0. Resoudre les equations d'Einstein explicite- 
ment. La solution est-elle physiquement acceptable ? 
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Serie 11 

Exercice 19 - Courbure et ondes gravitationnelles 

1. Soient les equations d'Einstein dans le vide : 

1 

Montrer que toute solution des equations d'Einstein est telle que 
la courbure scalaire et le tenseur de Ricci sont nuls. Peut-on en 
deduire que l'espace-temps est plat ? 
Indication: 

Montrer d'abord que la courbure scalaire est nulle. 

2. Considerer les equations d'Einstein dans le vide linearisees, en 
introduisant la metrique gji V (x) = n }W + eh fiV (x), e < 1, et en 
developpant au premier ordre en e. Dans un choix de carte par- 
ticulier (choix de jauge, d^h " v = \d v h), les equations d'Einstein 
s'ecrivent 

□VOO = o. 

Considerer la solution ?Z23 = ^32 = A sin {to(t — x)} , h flv — 
sinon. A et a; sont des constantes. 

(a) Verifier que h }lv (x) est bien solution des equations d'Ein- 
stein linearisees. 

(b) Verifier que cette solution satisfait la condition de jauge. 

(c) Determiner le tenseur des courbures. Peut-on s'attendre a 
ce qu'il soit nul ? 

Indication: 

Le tenseur des courbures est (voir cours) 
Exercice 20 - Unites geometriques 

Pour mettre en evidence l'ordre de grandeur des effets de la gravita- 
tion, considerer les unites geometriques, definies en imposant 

G = 1, c = 1 

dans ce systeme d'unites. Cela permet de tout exprimer en [m]". 

1. Convertir dans ces unites les grandeurs suivantes : 
c = 2.998 • 10 8 m • s" 1 
G = 6.673 • KT 11 m 3 • kg" 1 • s~ 2 
M Soleil = 1.989 ■ 10 30 kg 

Mxerre = 5.973 • 10 24 kg 
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2. Determiner dans ces unites la valeur du potentiel newtonien 
(0(r) = - Q j L ) duau Soleil 

(a) a la surface du Soleil, 

(b) ressenti sur Terre. 

3. Determiner dans ces unites la valeur du potentiel newtonien du 
a la Terre a la surface de la Terre. 

4. Comparer les potentiels dus au Soleil et a la Terre, a la surface 
de la Terre. Lequel ressent-on le plus fortement ? 

5. Dans ces unites, h est une distance. Determiner cette distance 
dans les unites geometriques, dont on suppose que l'ordre de 
grandeur est caracteristique de la gravitation quantique. 



Application numerique: 



Rayon du Soleil 
Distance Terre-Soleil 
Rayon de la Terre 
h ' 



6.960 ■ 10 8 m 

1.496 • 10 11 m 

6.738 • 10 6 m 

1.055 ■ 10~ 34 kg • m 2 • s" 1 



Serie 12 

Exercice 21 - Vitesse d'echappement 

Depuis la Terre un experimentateur envoie un projectile au-dessus de 
lui (trajectoire radiale), avec vitesse initiale v. La trajectoire est telle que 
la vitesse a l'infini est nulle. v est appelee la vitesse d'echappement. 
Dans le cas relativiste on considere la metrique de Schwarzschild : 

/„ 2MG\ 2/jn2 / 2MG\ _1 /jn2 

( ds ) ={ 1 - ^irj c ( dt ) 2 - 1 1 - (*) 2 

- r 2 ((d6) 2 sin 2 6 (dQ) 2 ). 

1. Dans le cas non relativiste, determiner v. 

2. Dans le cas relativiste, determiner les constantes du mouvement, 
ainsi que leurs valeurs. 

3. Ecrire les equations du mouvement pour (t(r),r(r)). 

4. Determiner la vitesse v dans le cas relativiste. Cette vitesse est 
celle mesuree par un observateur immobile, situe a la surface de 
la Terre. 
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Application numerique: 

Constante de gravitation G 
Vitesse de la lumiere c 
Rayon de la Terre 
Masse de la Terre Mierre 



6.673 ■ KT 11 m 3 ■ kg" 1 • s~ 2 
2.998 • 10 8 m • s" 1 
6738 km 
5.973 ■ 10 24 kg 



Exercice 22 - Diffusion d'un photon 

Dans le cadre newtonien, supposer que le photon est une particule de 
masse m infinitesimale. Determiner Tangle de deviation d'un photon 
par un corps spherique de masse M. Le photon evolue a la vitesse de 
la lumiere a l'infini. 

Appliquer ce resultat au Soleil, avec un parametre d'impact b = 10 10 m. 
Effectuer un developpement limite (identifier un petit parametre sans 
dimension). 

Indication: 

Utiliser la conservation de l'energie et du moment cinetique. 

Application numerique: 

Constante de gravitation G : 6.673 • 10~ n m 3 • kg -1 • s~ 2 
Vitesse de la lumiere c : 2.998 ■ 10 8 m • s _1 

Masse du Soleil M Solei i : 1.989 ■ 10 30 kg 



Serie 13 

Exercice 23 - Global Positioning System (GPS) 

Pour determiner la position d'un recepteur GPS, les satellites du sys- 
teme GPS envoient des signaux (electromagnetiques) a ce recepteur, 
qui contiennent comme information leur position et le temps au mo- 
ment de l'envoi du signal. 

1. Considerer le cas d'un espace de Minkowski (relativite restreinte), 
avec deux satellites GPS (A et B), et un recepteur (R). Le recepteur 
recoit simultanement les informations et (£b/*b)- Determi- 
ner sa position (£#,Xr) en fonction de ces informations. 

2. Dans le cas d'un espace-temps a quatre dimensions, combien de 
satellites sont necessaires pour determiner la position du recepteur ? 
Et pour determiner, en plus, le temps ? 
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Considerons la Terre, creant une metrique de Schwarzschild 



-l 



t* ^2 ( , 2MG\ 2/J , 2 / 2MG\ 



" 2 ((^) 2 + sin 2 6>(£^) 2 ) . 

Un recepteur est situe sur l'equateur, ainsi qu'un satellite GPS (S) evo- 
luant sur une orbite circulaire, au-dessus de l'equateur. Le temps que 
mesure le satellite est celui d'une horloge atomique embarquee (temps 
propre, At s ). 

3. Determiner la difference entre les temps affiches par l'horloge du 
satellite et une horloge sur Terre (Atr), rapportee a la valeur mesu- 
ree sur Terre (effectuer un developpement limite) : 

At r - At s 
Atr 

4. Separer les contributions dues a la relativite restreinte et a la rela- 
tivite generale et determiner leurs valeurs numeriques. Quelle cor- 
rection est la plus importante ? 

5. Ramener ces corrections en metres. On impose une precision de 
deux metres. Si on ne tient pas compte des corrections relativistes, 
apres combien de temps l'erreur est-elle trop importante ? Apres un 
jour 7 combien de metres d'erreur mesure-t-on? 



Application numerique: 

Constante de gravitation 
Masse de la Terre 
Position du recepteur 
Position du satellite 
Vitesse du satellite 
Vitesse de la lumiere 



G = 6.7 • KT 11 m 3 • kg" 1 ■ s~ 2 

Mierre = 6.0 • 10 24 kg 

Kr = 6.7 • 10 3 km 
R s = 2.7 • 10 4 km 
3.9 km • s" 1 
3 • 10 8 m • s" 1 
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Serie 14 

Exercice 24 - Unites de Planck 

Les unites de Planck (aussi dites unites naturelles) sont obtenues en 
posant c = G — h = kg = 1. Elles permettent d'exprimer toute gran- 
deur contenant des dimensions de temps, de distance, de masse, et de 
Kelvin en des grandeurs sans dimensions. 

Dans ces unites, exprimer la masse de la Terre, du Soleil, le diametre 
de la voie lactee (10 6 annees lumiere), votre age, et la temperature 
ambiente (22°C). 

Application numerique: 
c = 2.998 • 10 8 m • s" 1 
h = 1.055 • 10~ 34 kg • m 2 • s" 1 
G = 6.674 • 10~ n m 3 • kg" 1 • s~ 2 
k B = 1.381 • 10- 23 J • K" 1 
Msoidi = 1-989 ■ 10 30 kg 

Mjerre = 5.973 • 10 24 kg 



